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1. Relativisticky formalizmus ¢astic so spinom 0.

1.0 Co uz vieme.

e Volnd nerelativisticka (bodova) Castica splia Schridingerovu rovnicu.

)
2 E 'h_
E=2_ prechod do QM: Pl mle Ly _y
2m N . ot 2m
p — —ihV

Kde 5”(32, t) = je vlnova funkcia predstavujuca amplitidu pravdepodobnosti Castice

v bode x v Case ¢.
e Rovnica kontinuity:
p=¥'¥, j=-——(P'VE-V¥'Y¥) > P _y.5=0 (1.2)
2m ot
e Interakcia Castice s vonkaj$im pol'om elektromagnetickym pol'om sa zavadza

pomocou principu minimdlnej vizby:

p>p-ed (13)
E —)E—e¢’
To vedie k:
. 0 1. -\
IEW—{E(—IV—eA) +e¢}// (1.4)

e Rozptyl na vonkajsom poli. Amplitada prechodu v prvom rade poruchove;j teorie:

S, =—i j d'x ¥ ()W (x)y,(x) (1.5)

Kde V(x) je potencial vonkajsSieho pola.



1.1 Relativisticky popis Castice
Relativisticka Castica (s hmotnostou m a nabojom e ) je charakterizovana:

o 4-vektorom polohy:
(ct,it)s(x”,xl,xz,f)sx”Ex (1.6)

o 4-hybnost’ou:
E _
(7,11)5(17",121,112,173)51)” =p (1.7)

4-vektory x*a p” st elementami 4-rozmerného pseudoeuklidovského priestoru My

(priestor suradnic a priestor hybnosti oddelene).
—> Vlastnosti M,

e Skalarny suc¢in dvoch 4-vektorov (v M,) A* = (A”,;l) a B = (Bo,l_é) :
A-B=A"B'-A4-B (1.8)

4-vektor 4* = (A”,Z) sanazyva kontravariantnym 4-vektorom. Pod kovariantnym

4-vektorom budeme rozumiet: A4, = (Ao ,—2) a pre skalarny sucin potom dostavame:
A-B=A*B, =A,B*=g, A"B"=g"A4 B, (1.8b)

kde g, je metricky tenzor:

1 0 0 0

a0 -1 0 0
gyv_g - 0 0 —] 0 (1.9

0o 0 0 -1

Skalarny sudin je invariantom LG !



e Rotacie v M, = Lorentzove transformécie = vytvaraju Lorentzovu grupu (LG).

e Invarianty LG

— Interval: xﬂxﬂ =c’t’ - x? (1.10)
P E’ _, 22
—  Hmotnostny Stvorec: P,P" = e —-p =m°c (1.11)
—  Faza: p,x“=Et-p-X (1.12)
Prirodzené jednotky: c=1a 7=1
N E? _ﬁz —m?
—> QM — priradenie operatorov:
7 7 o o
p —> —ihV =—ih , , a E->ih— 1.13
P (é’x’ ox’ 0”x3] ot (1-13)
v prirodzenych jednotkéach:
7
E,p)->i|— , -V |[=0* 1.14
(55)~>i( 5+ -v] (114)

(1.15)




1.2 Kleinova - Gordonova rovnica. Pojem anticastice

Majme relativisticku ¢asticu s nabojom e, hmotnostou m a hybnostou p, vztah pre
energiuje: E* = p° +m”. Tak, ako v QM, zamenime E a p operatormi:
(E,p)— (i0,~iv),

zo vztahu pre energiu dostaneme Kleinovu-Gordonovu (KG) rovnicu:

2
o
resp. (2.1)
(,0" +m’)p=10

¢ + Vio=m’p

kde

0,0" =0; =V’ je D’Alembertov operétor a ¢(t,7) je komplexna funkcia , od ktorej

o¢akavame, ze modul jej kvadratu |(p|2 bude hustotou pravdepodobnosti vyskytu Castice.

RiesSenie pre vol’nui ¢asticu s hybnostou p :

o(t, %)= N-e B = N . g7P (2.2)
Kde
E =+,/p* +m’ st vlastné hodnoty energie,
A je normovacia konstanta: |(p|2 = |N |2 je hustota castic.
Problém:

Co sebou predstavuje riesenie E = —/p” +m> < 0? Toto rieSenie nemdzeme zavrhnut,

lebo systém stavov by nebol uplny.



Rovnica kontinuity (RK).
Z KG rovnice nasledovnou Gpravou: —ip - KG+ip-KG™

ziskavame:

0, [i((o*atqo—qoa,(o*)] +V-[i((o*V(0— ¢V(o*):| =0

~ 7 . /

P=Jy ‘j’,
teda
0,p+V-j=0,j"=0 (2.3)

kde j* je 4-vektor pradovej hustoty spojeny s rieSenim @(x) .

Aplikacia RK na rieSenie pre vol'nu ¢asticu s hybnostou p dava:
j*=2|N| p* (2.4)

Normovanie. Jedno z moznych normovani je normovanie na 1 ¢asticu v objemu V.

1

N2E-V

Pouzijuc vyraz (2.4) pre pradovt hustotu, dostdvame:

¢(t,.f) =N. e—ipx — e—ipx (25)

1

N2EV

[@%pe,%)=[’%2IN[ E=2IN[ EV=1 = N-=
Vv V

Pre rieSenie so zapornou energiou ( E = —/ p° +m’ (= p’ )< 0) mame p < 0! Teda
zapornu pravdepodobnost’ vyskytu. Predpokladajme, ze Castica ma naboj —e a urobme
zamenu:

j - —e-j*
V d’alSom budeme pod 4-vektorom pradovej hustoty chapat’:

j* =—ielp’0* 0 -po*p’) (2.6)



Interpretdcia rieSenia s E< 0 (Pauli a Weiskopf).

Pre vol'nu Casticu s hybnostou p energiou E (>(0) a nabojom —e mame:
. 2 2 -
jt = —e|N| pl = —e|N| (E,p) 2.7)
pre anticasticu s hybnostou p energiou E (>() a nabojom e mame:

j* = €N|" p* =€ N['(- E,~p) 2.7)

Teda pradova hustota pre anti¢asticu s danym p a E (>0) sa zhoduje s prudovou
hustotou pre Casticu s hybnostou —p energiou —E.

Interpretdacia: Emisia anticastice s energiou E nejakym systémom je ekvivalentna
absorpcii castice s energiou —E tymto systémom.

T (antiéntié’m) | (Castica)
cas

| E>0 \ E<0

Inéc¢: rieSenie pre Casticu s E< 0 pohybujuce sa v ¢ase dozadu popisuju anticastice s E> 0
pohybujtce sa v ¢ase dopredu.

iEt

Pric¢ina: faktor e™™" popisujuci evoluciu staciondrneho stavu systému je mozné pisat’

nasledovne:

e = g ICEND



1.3 Nerelativisticka poruchova teoria

Uvazujme, v ramci QM-pristupu, vol'na Casticu uzavretu v objeme. Stavy Castice st dané

rieSenim Schrodingerovej rovnice (SchR):
Hp,=E,p, pitm [g),(x)-p,dc=5,,

j 3.1
o(x)=p(x,t)=@,(X)- e Ent

Ak cCastica sa pohybuje v nejakom silovom poli (V' (x,#) ), potom je treba riesit’ Casovi

SchR:

iV (a1, v (0w (o) (32)

Ked'Ze {@,} je Gplny systém funkcii rieSenie rovnice (3.2) je mozné hl'adat’ v tvare:

w(x )= a,0) @,(%) ™ (3.3)

Aplikujuc _[ d’ X-@,(x)- na (3.2)avyjadriac ¥ prostrednictvom (3.3) dostivame:

da (1)

=iy, [ (Y (E0g, ) (34

kde
a,(t) je amplitida pravdepodobnosti vyskytu (v Case #) Castice v stave |n> ,
V= j-d X @, (X)V(x,t)p,(x) je pravdepodobnost’ prechodu Castice zo

stavu|n> do stavu |f>

Predpoklad: potencial je maly a zapne sa v r=-7/2 a vypne sa v =T/2. Pritom Castica

bola v stave |t> (=0,):



1 k=i

ak<—%>={0 oy (35)

Ak potencial je maly a trva kratko, potom podmienky (3.5) st, v prvom priblizeni,

splnené pocas celého intervalu (-7/2, 7/2) a zo (3.4) a (3.5) vyplyva:

da , (1)
dt

=i [ %0} (R (1), () (3.6)

Preintegrujuc (3.6) a pouzijuc oznacenie x = (t, .?c) dostavame:

T, =a,(%)=—i[d'xp;(x)V (x) g,(x) (3.7)
Predpokladajme, Ze potencial nezavisi od ¢asu V' (x) =V (x) potom

E)t

T, =i [d'%0, DV (x) 0, () [dre

Vi

(3.8)

225(E ,~E;)

-2V, -8(E, - E,)

Fermiho pravidlo. Pravdepodobnost’ prechodu zo stavu |l> do stavu | f > je dand
vyrazom:

2
_ 1im@=2ﬂ\yﬂ\25(15f ~E,) (3.9)

T

W/i



1.4 Castica so spinom S=0 v elektromagnetickom poli.

Predpokladajme nasledovné:
e El.-magnetické pole je popisané 4-potencidlom: A* = (AO,;I)

e (Castica ma spin S=0, hybnost’ p a naboj -e, napr. mezon .

Z tedrie el.-mag. pol'a mame:

Pohyb nabitej Castice v poli A dostaneme z vol'ného pohybu zdmenou:
p* —> pY +ed”, resp. v QM: i0 > i0+eA”.

Rovnica pre pohyb nabitej ¢astice v poli 4 :

(0,0 +m?)p =(ie(0, 4" + 4,0% )+ > 4% Jp (4.1)

-V

Prvy rad poruchovej teorie:
o Castica je na po¢iatku v stave @; a v dosledku interakcie prechadza do stavu or

e v potenciali ¥ zanedbavame &leny ~e’.

Pre element prechodu plati:

T, = -ifdep;(x)V(x)p,(x)=i[dxg}(x)(0,4" + 40, )p,(x)
_ij(_ie)[¢;au (A”(”i)"' ¢; (8#% )A”]dx
~ifax-ie)-(0,0; bp, + 0} (0,0, 4*

Ju(x)

= —ijdxjﬂ(x)A”(x)

(4.2)

Kde sme vyuzili:

0,lp;4%0,)= 0,0, 4%, + 0,0,(49,) afakt,ze [dxd,(-)=0  (43)



Tok spojeny s prechodom ¢astice zo stavu ¢; do stavu @

Jix) = —ielp(x)0,0,(x)~ (0,0, (), ()]

4.4

= eN,.Nf(pi +p; )ﬂ 'CXp(i(Pf _I’i)x)

fi \E/ 43

Obr. 1: Grafické znadzornenie amplitady Ty :
Castica so spinom 0 sa rozptyl'uje na

statickom potenciali A"

AJ-I

Poznamka:
Je to ako v klasickej teorii pol'a pre energiu prudového vodica v elekromagnetickom poli,

plati:

o = [ pG 000 - JG0 - AGD) = [d°% % (Gt) 4, () (4.5)
Rozptyl na statickom potencidli. Coulombov rozptyl pionu

Uvazujme pripad rozptylu na elektrostatickom potenciali ( A*(x’, %)= A*(X)) — pre

konkrétnost’ uvazujme rozptyl piénu na atbmovom jadre. Pre amplitudu rozptylu

(prechod |z> - |f>) plati:

T, = =ifdyg, (0 A" )=ieN,N,-(p,+ p,), [ a'die™ FF0 A% qu ()
= ieNiNf-2ﬂ5(Ef—Ei)-(pi+pf)ﬂ-A”(6)

(4.6)

10



kde Fourierov obraz potencidlu A*(q) () je dany prudovou hustotou rozptylového

centra:

A% §) = —#J‘”@) @)
q

Poznamka. Vzt'ah (4.7) do= J‘d)?e"‘” A*(X) kde ¢ = 1_5, - I_5f staneme z Maxwellove;j
rovnice pre staticky potencial (V’ 4% (%) = —j*(¥)), aplikovat na jej obe strany

J.d)? exp(iq - X) - a preintegrovat’ metodou Per partes.

V pripade statického jadra s nabojom Ze
J'®)=p(%)=2Zes() j(¥)=0 (4.8)

A pre amplitadu plati:
ze
af

q

T,=ieN,N, 27n8(E, —E,)-(E,+ E ) (4.9)
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Rozptyl dvoch Castic so spinom 0.
Uvazujme napr. rozptyl 7= a K-mezonov (mozno ich povazovat za bodové Castice pri nie
prili§ hlboko-nepruznych zrazkach, t.j. ak kvadrat prenesenej hybnosti < m?).

1) Na problém rozptylu dvoch ¢astic so spinom 0 sa pozerame

o~ 57 e

P4

tak, ze prva Castica sa pohybuje v poli potencidlu druhe;j

Castice. Pritom pre potencidl A%, generovany druhou Casticou

plati:
0,0" Ay () = J (%) (4.10)
kde
u | ) )
R I\ j4(x)=-eN,N,(p,+p,) ")
Riesenie je:
1 .,
A== Io ) 4= P p: @.11)

Pre amplitudu rozptylu 7z na K dostavame:
J.d"xf“(x)A(z)(x) __ZJ.d4x ]LI)(X) ](2)()()—— J-d4x ](1)()6) j(z)(x)

(4.12)
Kde

il () ( iy ’(x)) je pradova hustota spojena s prechodom 7 ( K ) z poéiato¢ného do
kone¢ného stavu (|i> - | f > ). Veli¢ina % je propagator fotonu.

Ak vo vztahu (4.12) vyjadrime ;" (x) ( i (x)) pomocou (4.4) a preintegrujeme —

dostaneme:

T,=—iN,N,N;N,-2n)'6'(p,+ p,— p;—p,) M, (4.13)
kde

—iMﬁzie(p,+p3)”(—i%J ie(p,+p,) (4.14)

Pozndamka: Je ddlezité si vSimnat’ symetriu medzi zra K.
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1.5 Vzt’ah medzi u¢innym prierezom a amplitidou prechodu

Vzt'ah experimentalne meranej veli¢iny (U€inny prierez) a veliiny danej tedriou

(amplitddy prechodu):
|/
do=—"—.dQ (5.1)
|v|p1p2

kde
e W} je pravdepodobnost’ prechodu za jednotku casu:

7. [ g

- - (2”) 6 (p,+p2—p3—p4) (5.2)

B VI  2E,2E,2E,2E,-V*
e Hustota pociatocnych stavov:
. v
|v|101pz:u (5.3)
e dQ je pocet kone¢nych stavov:
Vd’p, Vd’
Q=" P (5.4)
(Zﬂ') (27:)
Po dosadeni (5.2-4) do (5.1) dostavame:
1 d’p, d’p,
E,2E, (2z) 2E, (27) 2E,

d0'=| (27) 8 (p,+ p,—ps—P) (5.9)

M 2
ﬁ| |{;|2

Dvojéasticovy fazovy priestor.
V pripade 2-¢asticového findlneho stavu pre fazovy priestor (po zahrnuti d-funkcie)
mame:

Vvd’p, Vvd’p,
(27)' 2E, (27) 2E,
1

~ intp, (2”)

dLips,(P) = (2z)'8'(P~p,-p,) <=

d’'p; 5(pi-m]) Op})-d'p, 5(p;-m]) O] -5'(P-p,-p,)

(5.6)
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kde m; a my st hmotnosti vystupnych castic a P = p; + p, je celkovd hybnost’
vstupnych castic.

Ked preintegrujeme (5.6) cez d* p, a n8sledne cez dp) dostavame:

. 1
dLips,(P)=——d’p,8(p: -m?)-5(P- p,)* —m?)@(p?)

(@n)

1 d31’3 2 2
—> . P - —
int p (2”)2 2E, 5(( p;) —m; )

(5.7)

Ak prejdeme do sférickych suradnic (d° p, = p’dpd cosOdg,

p= \/(p; )2 + (pj )2 + (p33 )2 ) nakoniec dostavame:

2

)4
21/p2+m§

szpsz(P)=deosed¢dp -5(M2—2M pl—-m: +m§—mj)=

(27)
1
1/2 M2 m’.m?
_ 1 ~dcos@dp ( ’nz”m")
(27) M
(5.8)

kde A(a,b,c)=a’ +b’ +c’ —2ab - 2ac — 2bc
Analogicky pre rychlost’ rozpadu (A — 1+2+...+n):

2 1 d3p1 d3pn 4 o4
dr=|M,.,., (27) 6" (pu=p, = p,) (5.9)

2E, (2z)'2E, (2z) 2E,
V tomto pripade namiesto hustoty pradov zrazajucich sa Castic vystipuje hustota

rozpadajucich sa castic.
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