2. Spinorove pole. 8. 3. 2007
2.1 Diracova rovnica

Diracova rovnica nam popisuje klasické spinorovie pktorého kvantami stastice

so spinom % - ich charakteristika =(t,X), p=(E.D), s(=-%.%). e
\ /N naboj

J . J

4—vektc;'r polohy 4- h‘glbno‘s projek(‘:'ia spinu

Forma DR:
iy a,-m)w)=0 a,#x(y*+m)=0 2.1)

kde x) je 4-komponentny spinor& =¥ *y° je dirakovsky zdruzeny spinor.

(1L 0y (0 & _
y _(0 _] y—(_ﬁ 0] aﬂ_(at’lj) (2.2)

Prudové hustotgprecéasticu so spinom %2 a nabojeraje dana vgahom:
jH(x)=-e¥ (x) y*¢¥(x) (2.3)
A plati prei rovnica kontinuity: @ ,j#(x)=0 (2.4)

RieSenie DR pre \mu ¢asticu s hybna®u p a spinom %:

¥, (x) = u(p)exp(=ipx) (2.5)
Kde 4-komponentny spinar(p) spia rovnicu
(v, ~m)u(p)=0 (2.6)

Pre vd'nucasticu s hybna®u p marovnica (2.6) 4 nezavislé rieSenia :

2 rieSenia s kladnou energiqw € E > 0):

0 X(i) (1) 1 2 0 ( )

u’(p)=N| & i i=12 X = X7 = 2.7a
Erm t x© 0 1
+m
RieSenia so zapornou energigg$€ —E <0):

, ‘5DbX<i)

u™?(p)=N| E+m i=12 (2.7b)
X(i)

N je normovacia konstanta (i Doplnok B).

Interpretacia rieSenia: v stave s hybnd@su p nadobuda&astica energitk

(: PP+ mz) ( —E zodpoveda antastici), pritom v oboch pripadoch spin méze& by

orientovany v smere pohyl#astice alebo proti nemu.



Poznadmka a*astici a anti‘astici.

DR ma pre hybnasp 4 rieSenia - 2 s kladnou a 2 so zdpornou energiou
@(x) =u(p)exp(-ipx)= u'? (p)exp(~i ("X’ - PIK)
s=1,2 :( p=+/T+ rTF) , =34 ( R=—V P+ rﬁ)

Pozitrén s energiokt a hybnosou p je popisany jednym z rieSeni pre elektron s

(2.8)

energiou-E a hybnosou -p , teda:

UCA=P)exp(-i (/PP +m = (= D)X) = vE(P)exp(ipX) (2.9)
DR pre spinov(p) :
(p+m)v(p)=0 (2.10)
Dévod prechodu (3,4) (2,1): zmena hybnosf - —p vedie k zmene helicity

(G1p), chceme, aby™® predstavovala rovnaku helicitu ak@.

Vz’ahy Uplnosti Normovanie n&E ¢astic v objemé&/=1 (vid. Doplnok B) dava

2uP(Eu(p=p+m a Y VvO(p)VI(p)=p-m (2.11)

s=1,2 s=1,2
Normovanie nd ¢asticu v objem&/=1 vedie k

U (p) T (p) == (p+m) a TV (p) v (p) =

1.
s=1,2 2E s=1,2 E(p m) (2.12)



2.2 Rozptyl elektrénov na statickom potenciali

Uvazujme rozptyl elektronu v poli statického potéhe (napr. atbmoveho jadra).
P! |
—P Amplitada prechodu elektronu

z paiiatocného do konéného stavu je

v prvom priblizeni dané:

T, =—ijdxj;(x) [A“(x) (2.13)

Obr. 1: Rozptyl elektrénu na statickom potencidli (
pribl.), elektrén si vymenil s rozptylovym centrem

fotén

Pouzijuc j ! (x) = —€l, y*u, "™ dostavame:

u
T, =iel y*y [d'x A, €% = ieuy* u A(Q (2.14)
kdeA,(q) je Fourierov obraa,(x). V pripade statického potenciaiy (x) nezavisi
od casu:
A.(Q) =J’dte‘i(Ef‘Ei )t.[d3)?A”(X) e = 2715(Ef - Ei)Aﬂ((j) (2.15)

Na ugenie 3-rozmerného Fourierovho obra¥f{q) pouzijeme Maxwellove rovnice:

O2AH(X) ==j#(X) (2.16)
Co vedie k
j#(a) =[d*x jA(R)e™  =[d*x(02A%(%))e ™
(2.17)
perpartes=> =§? Efdsx AH(X)e'™* =G% AX(G)



Vysledok pre amplitiadu rozptylu elektrénu v prvonibfizeni je

Tq ZZM(Ef _Ei)@l_'lf Y, Ui El%[]”(f]) 2.18)

k
Pritomnog d-funkcie vedie k tomu, 76,0 a tedag® = —|61|2.
Predpokladajme, Ze staticky potencidl je poteratidiinového jadra s nabojane.

Potom invariantna amplitidaZe-rozptylu je:
—i _
-iM =iel, y4u, E—I%[Q—i i* (@) =ied, E—Iq—l[ﬂ—i Ze) (2.19)
kde
i°(x)=2zed(x) , j(x)=0

Porovnanie rozptylw‘astice so spinom 0 a Y.

Amplitada rozptylu je v v oboch pripadoch dana tgtym vz'ahom:

Ty =i [dxj; () A#(x)
Rozdiel je v Straktdre el-mag. tokiiastice so spinom 0 interaguju s el-magjgmo
vylucne prostrednictvom ndbogea Struktdra toku (prechagstice zo stavg do

stavugr) je

jf(x)=eN,N, (p+n )ﬂ 5™ (2.20)

V pripadecastice so spinom %z je Strukara toku nasledovna:

jy (X)=—€t, y*u e™™ (2.21)
Pouzijuc Gordonov rozvoj:
_ _ (pf+pi)u .a‘“’q
—-eu, y¥u. =-el =i “u. 2.22
fy i f ( 2m 2m ] i ( )
kde
a* =|—2(y”y" ~V'v*) (2.23)

vidime, Ze v pripadé&astice so spinom % je okrem interakcie prostredaftnaboja
~(prtpi) je pritomna aj interakcia zodpovedajétenu o#“q,. Tentoclen popisuje

interakciu prostrednictvom magnetického momentkteiau:



g=-—2g=-g>3§ (2.24)

Kde S =gd/2ag=2je gyromagneticky faktor.
Teda elektrondastica so spinom 1/2) interaguje s el-maltppo nielen

prostrednictvom naboja ale tieZ prostrednictvommatigkého momentu !

PoznamkalPre pochopenie toho, Ze drutign v (2.22) predstavuje interakciu
magnetického momentu je si treba uvedomi

* (, =0 vdosledku zachovania energig,(=E, )

k
) o 0
« priestorovacas’ ¢’ je o' = ' i,j=123
0 o

« brar len vrchné komponenty funkgfi' (x) (= u' (p)explip, x )) ay' (x).

Co vieme o rozptyle — zhrnutie

1) Rozptyl¢astic so spinom O:

Q Ju 27 Pe
—iM =ie(p1 + ps)ﬂ(_i%}e(pz + p4)v

PA

Rozptyl¢astic so spinom 1/2:

-iM , = iet, y*u, D;—Zi[ﬂ—iZe) -

L' &'\ _i H PN
=u(k ,sl)uey”u(k,sl)m(f—zm(p S,)iey, u(p,s,)



Feynmanove pravidla

External lines

Bozon S=0 (in,out) / 4 ( / / )

Fernion S=1/2

(1n, out ) / /
Antifermion S=1/2

(in,out )
Internal lines - propagators (rule +a)

Bozon S=0 L

¢

Fermion S=1/2
 Bozon S=1 (mass > 0)

Photon S=1 (Feynmann cal.)

Vertex factors
photon - spin 0

4 p
(charge -¢) Y

photon - spin 1/2 ‘
(charge -¢)

1

02 — m?

i(p+m)

n2 — m?
p m

— i (8uy — PuPv/M?)

p2_M2

p— [guv
nz

ie(p+ p"

iey®



Slu¢ky v diagramoch

k+q

« priradit faktor 1),

y—matic

cirkulujacu v slike:

NI i(k+m)y, o i(G-k+m)g,
F.S.=(-1)fd k (iey")op B 24 iey”), D(q—k)z—mz

(2.25)

_ o 2 [ 44 Tr(y”(l2+m)y"(d—lz+m))
=(-1 e) |d*k O
(=hi*(ie) I (k2 -m?)(q-k)* -m?

kde
k=ky* =g,/

Opakujuce sa indexy su suéngmi indexami.

V pripade fermionovej stiky je treba

e urobit’ stopu zodpovedajucich

* aintegrovéd cez hybnos

PoznamkaHybnog’ v sluike je ohraniena iba zakonom zachovania 4-hybnosti.

KedZze g =(q-Kk) +k plati pre vSetkk, musime integrotacez mozné .



2.3 Rozptyle” - ey

Uvazujme rozptyl es hybnogou k na miéne s hybntisu p (vid’. Obr. 2)

k ) : k‘e(‘
Posiatosny stav: |I> = | ks,, ps,)

Konexny stav: | f)=

2)

Amplitada prechodu:

e —|j j(e)(X)(——] Jm (X)dX =

=-i(2n)' 0¥ (k + p—k' = p')M

' l
Ry P @29

Obr. 2 Rozptyl elektronu na midne

Pritom amplituda je:
—sr 1 I I
M =-e’u(k’,s)) y*u(k,s,) E-IOI—ZEH( p.s,)y u(p,s,) (2.27)

Budeme sa zaujinia nepolarizovanydinny prierez, t.j. budeme predpokladae v

pociatocnom stave bude elektron a mion s rovnakou pravddpumiyou nadobuda

obe hodnoty spinu }EM |2 spriemerujeme cez iatocné spinoveé stavy.

M -—EL’(Z.) L (2.28)
q
Kde
L = za(k',sayﬂu(k,so fuk’, s)y*u(k,s,)) (2.29)
551

Analogicky vyraz plati pre.'j;”

Vysledok potom je
M= il TN )+ (6 o)k )= m(p ) -2 (' )+ 2mm ] 230

kdem (M) je hmotnos elektrénu (mionu).



Rozptyl e u” - e U™ v laboratornej sustave

Uvazujme ey rozptyl v laboratornej sustave (LS) — ako je ukézaaObr.2

K= (E, )

V LS je mion v Kude: pE(M ,6) ,

pozname pohybovy stav incidentného
elektréonu (E,IZ) a experimentalne

energiu vystupného elektrénu E’ a uhol

jeho odklonu od poévodného smef).(

Obr. 3: Rozptyleu v laboratornej sustave

Ked’ vychadzame zo vSeobecnej formuly prerozptyl (3.5) a zanedbandéeny

Umerném? ( m=hmotnos elektrénu) a pouzijeme pribliZzenie:

q° = -2k k' =—2EE'(1—cos¢9)=—4EE'L‘$inzg (2.31)
A pre kvadrat modulu amplitidvls mame:
e 2
M,[*=2om e cog & -9 _gin2? (2.32)
q 2 2M 2

Pre &inny prierez dostavame:

do__ (20E') {cosza— a sinzg}m‘(ln qu (2.33)

dE'dR - ¢° 2 2M27 2 2M

kde a=’/4m v=E-E.
Alebo kel nas zaujima iba uhol rozptylu elektronu :
2 I 2
do__a° E coszg—q—zsinZQ (2.34)
2 2M

dQ 4E28in4z E 2

Formuly pre bodovy rozptyl (2.33) a (2.34) s&®médblezité, pretoze odklon od
zékona bodového rozptylu poukazuje na pritorfimebodovej Struktary, teda

poskytuje informaciu o Struktare.



Poznamka Ak by sme namiesto midénu zobrali bodaiasticu so spinom 0, potom
pre &inny prierez rozptyle na uhol@je:

do _  a?
dQ

9 (2.35)
4E?sin* =
2

z porovnania vizahov (2.34 a (2.35) je zrejme, &den obsahujuci sf@2 v (2.34)

vznika v désledku rozptylu na magnetickom momenit&nin

Doplnok A. Gordonov rozvo.
Elektromagneticky prad sposobeny prechodom elektainstavdi) do stavul f )

Je mozné rozloZina 2 komponenty:

+p Hv
—eUfy”u:—eUf((pf ID')”—ia q"]ui (A1)

2m 2m

e o =4y -y,

Vychadzajme z
Uy (iaqu)“i =3 U; (V#VV ‘VVV”Xpi ~ Py )Vui =
+10, 4y (p, )Vui 17,y y*(p, ),ui

(A2)
-1, ”y”(p.) U +30y y”(p.)v u
Va Vi
Vyrazy V, a V3 méZemdahko uprauw pouZzitim Diracovej rovnice:
V, ==3U poy¥u ==3mu, y*u, (Uf pr = me) (A-3)
Vy=—3U, y“pu, =-3mu, y*u, (f)l i =mui) (A.4)
Pre vyrazy \{ a V, je treba poufi: y*y* +y'y* =2g*
v, =10, (e + 297 fp, ), u = =30,y p, ), v#u; +0, phy, = A5
= —Imu,yHu, +u, pfu, '
Vo =30, [y +29% Np ), u, = =10,y (p ), ¥ U+, ptu, = (A6)
= —3muy“u, +T, pfu
Teda pre A.2 na zaklade (A3-6) dostavame:
Ufiaw(pi — Py )V =V, +V, +V,; +V, =-2mu, y*u, +U, (pi + Py )ﬂui (A7)

Z ¢oho dostavame (A.1)

10



Doplnok B. Normovanie spinorov.

Pri normovani spinorov vychadzame z prudovej hyip, T)=W(x)y”lﬂ(x)
a zvytajne normujemey
¢ nal ¢asticu v objemev

* alebo n&E casticv objeme V.
Pritom sa obajne kladiev=1.[1

1
IWyOtp d3x=j¢+wd3x=u+uv = (B.1)
v v v=1 | 2E
ked’ vychaddzame z rieSenia DR pre’md ¢asticu s hybna®u p (vid.7a,b)
dostaneme:
— 2 1
uru = NP 1+[ T2 2N 2E o (B.2)
E+m E+m |(2F

Kde sme vyuzili:
(6m)’ =p> (v8eobecne plat(g I]ﬁ)(ﬁ I]B) =alb+ig E(é x 6) ).

Pre prenormovanie n2E (N_20) resp. prenormovanie nd (N_1/J plati:

+
N=+vE+m resp. N =] E2Em (B.3)
Teda pre rieSenie DR v normovani2ta dostavame:
i X(i) . (‘5'55 ()
u(P)=VE+M gp | U"+2’(E)=JE+mLE+mX i=12
E+m” xY
(B.4)

Pritom v®+? (p) = u“*? (-p)
Plati tiez:

_ 2 E N 1*
U(S’u(5’=|N|2(l—( ”Eﬁ) J=|N|2 am ‘{m/ - (B.5)

E+m E+m_ 2m N 2*

ESte jederspOsob normovanidN_3/J:

E+m

> (B.6)

t9u®¥ =1 = N=

11



Co plati pre ansiasticu?

-m/E  N_1*
— 2
vove = NP [Z2) caf=dnF2M =l oom N_2f (B
E+m E+m
-1 N_3*

Normovanie spinorov je V¥eni dolezité pre tzwzt'ahy Uplnosti (vid’. 15-16), ktoré

sa pouzivaju pri vypte amplitid procesov (Feynmannove diagramy):

o - *
E(D"‘m) E(p m) N 1
Yu(pu(p={ p+rm a YvO(pvO(p)={ -(p-m)  N_2*
s=1,2 1 R s=1,2 1 ~ .
%( +m) \-%(p—m) N_3

(B8)

12



Doplnok C. Algebraymatic -zakladné vlastnostymatic.

Fundamentéalny anti-komutétor:

{y",y"}= 29, g* =metrickytenzor (C.1)
y-matice v Standardnej reprezentécii:
0 10 Y, 0 g 0 0.,1.,2.,3 01
y = V= Vs ElVYVY = (C.2)
0o - -0 0 10
Kde

0 1 0 -i 1 O
G=(o,0,0,) , al={ J az=( ] 03=( ] (C.3)
10 i 0 0 -1

Z definicie)s resp. z explicitného vyvadrenia vyplyva:
vey'}=0,  y2=1 (C.4)
A tiezZ plati:
+ 1 parnekombinécie 0,1,2,3
Vs Eigﬂvmy“y"y”y”, €00 =1~ 1 neparne&ombinacie0,1,2,3  (C.5)

0 2aviaczhodychindexov

Pri vypaite Fenmannovych diagramov je treba vyuiasledovnélastnosti stop
sucinov ymatic
sely*y*)
stivyey) = dovge+ 997 -9 o]
selver v vy°) 4igh”
sly.y“y”)

a platia vZzahy @=a,y*) :

49

(C.6)

0

vyt =4
yay =-2a
yﬂéﬁy" =4alb (C.7)
yﬂéﬁéy" = -2tha
ab = 2(ab) - ba
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Doplnok D. Coulombov rozptyl elektrénov
Pre rozptyl elektronov na statickom atdmovom jadneabojonZe sme dostali

nasledovnu amplitadu:
M = iel, ) u, Glz[ﬁ-iZe) D.1
q
pritom energia elekronu sa pri rozptyle nemé&nk E;. Nepolarizovany &inny

prierez Coulombovského rozptylu je L’JmedM/|2 , kde kvadrat amplitady je

spriemerovany cez p@mtocné a presumovany cez finalne spinové stavy eleltron

M qu G}Zu(g)y U @ yPud ) = Zqze“ G}zu(s)y UOTOYPUS D2

kde sme vyuZili platnas
@ yu) =luiyyu) =uty yu, sutyyu, =oy, D3
lebo y**y° = y°y* (vid. vlastnostiy-matic) .
Na druhej strane plati (2.15):
zu(s) 0o =p + D.4

s=1,2

Pre sumu v amplitide v D.2 mame:
s=Yufy(p +m)yuP =Y [U®) [ (B +m)y°),[u), =
s

= (yo(bi +m)y0)aﬁ;(u(f5’))p (UES'))a =(yo(f)i +m)y0)ap(bf +m)ﬁa =
=Tr{y (b, +m)y* (b, +mb=Tr{y b, y* B, +mb, +mypy* +m?}=

=Tr{y°f3iyof3f}+4m2 =4(EiEf - p, by +EE, +m2)=

=42E? - p,p, +m?) = 8E2(1—ﬂzsin2§j

D.5
KelZze g° = -2p, [p, =—-4p° sinzg pre kvadrat maticového elementu mame:
2 Z%* ., 3
M| =—§[€1—ﬁzsm2§) D.6

4E?sin* =
2
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