MATEMATICKA STATISTIKA

Zakladné pojmy matematicke Statistiky

Matematickd Statistika sa zaobera Stadiom prijatia rozhodnui v tzv. podnienkacdh
neurcitosti, t.j. vtedy, ked” urcité rozhodnutie zavisi od ndhodnej udalosti, pricom nie je
zname, ktory zo zakonovrozdelenia pravdepodobnati posobi v danom pripade.

Uvazujme pripad , ked’ mame urobit’ rozhodnutie zavisiaceod rahodrgj udalosti,
av3ak nepozname ani suhrn podnienok y urcitého experimentu, ani to, ktory zo zakonov
pravdepodobnati pdsobi v danom pripade. Vtedy je nutné realizovat' experiment na
zaklade merani urcitych veli¢in a za pomoci ur¢itych metdd urobit’ prislusné zavery.

Fyzikalny priklad

Uvazujme fyzikdlny experiment zamerany na S$tudium mezoénov rozpadajicich sa na 2

gamakvantd—nepr.. K p - yy+X.

* Invariantnd hmotnost’t m, = (El +E, )2 - (f)l + P, )2 bude predstavovat’ ndhodnt
veli¢inu charakterizujiicu nas experiment, pricom jgf odpovedajUci
pravdepodomostny zakon nepozname..

* Realizicie tejto ndhodnej veli€iny sa ziskavaju opakovanim experimentu.

» Vysledkom experimentu je rozdelenie my,

G.S. Bitsadze et al. / n-meson inclusive production
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Obr. 1: spektrum invariantnych hmotnosti yy-par ov char akterizujce dany yy-experiment



Predpdkiad:

Pozname rozliSenie nasho detektora, tj. pozname zavislost o od hmotnosti M
rozpadajicej sa Castice sa na yy

Pozname hmotnost prvej Castice (TC-mezén), teda pozndme jemu zodpowedajlce
rozdelenie hustoty pravdepodobnati i nvariantngj hmotnosti m,.

Nepozname hmotnost’ druhej castice (n—mezon) a teda ani jemu zodpowedajlce
rozdel enie hustoty pravdepodobnati.

Mozné ulohy, ktoré je treba rieSit’ metodami matematickej Statistiky:

1.

Preverit' hypotézu, Ze prvou Gasticou je TP-mezén — teda pre zndme rozdelenie
hustoty pravdepodobnosti  zistit nakolko je pravdepodobnd hypotéza , Ze v
experimente sa redi zuje rozdelenie m,, zodpovwedajlice TP-mezonu.

Najst’ hustotu rozdelenia pravdepodobnosti pre druha casticu, teda ndjst zdkon
pravdepodobnati, ktory pogdsuje jg prejavenie sa v experimente. Prakticky najst’
hmotnost’ skimanej Castice , zodpovedajiicu O rozdelenia m,., ¢i sa jedna o jednu
Casticu a pod.

Poznamka: Vys3e spominany yy-experiment prakticky delime na 2 sub-experimenty:
v ramci prvého (my, < 300MeV) sariesi tloha 1avramci druhého sub-experimentu
(my, > 300 MeV) sa rieSi Uloha 2 Riesenie problému si vyzaduje prijat’ a testovat
hypotézu o paadi, t.j. o rozdeleni my, Vv pripade, ze y-kvanta nie si geneticky spojené
(nepochadzaji z rozpadu tej istej Castice). Pozadie je mozné preskumat’ metédou MC,
vyuzijuc pritom aj moznost’ iteracného pristupu.



Niekol’ko pojmoyv...

Nahodny wyber

Predpokladajme, ze uréity experiment sme n-kré& opakovali za tych istych
podmienok , a Ze sme ziskali n na sebe nezévisych pazorovani X, . Xn ur€itej veliciny.
Moézeme ich povaZovat' za realizacie uréitej nahodnej veli¢iny & charakterizujucg nas
pripad.

N-ticu ( X1, .. Xn ) mOzeme povazovat tiez za realizaciu vektorovej nahodnej
premenng) ==( &i,..., &n), ktorej zlozky & , i=1..ns0 nezavislé amagju to isté rozdelenie
pravdepodobnati ako ndhodra premenna € s distribu¢nou funkciou F(x) charakterizujica
z&kladny subar.

Nahodry vektor (&i,..., &) sa nazyva jednoduchym nahodnym vyberom zo
z&ladného sibau. N-tica hodnd ( X1, .. X, ) Sa hazyva redizadou tohao nahodrého
vyberu.

Vyberova funkcia.

Je to T'ubovol'na realna funkcia nahodného vyberu = teda g(&i,..., én) - je to tiez nahodna
veli¢ina.

Délezité vyberové funkcie. Nech néhodra premenna & ma distribuénu funkciu F(X) a nech
E(§) = aaD(é) = 6° Nech ==( &,..., &) je ndhodry vyber o rozsshun ( >1) a nech
vyberovafunkciaje:

0.2

priemerom, pri¢om plati: E(E) =a, D(f_) = ?

n
=1
n-1_,
pricom plati: E(Sz): n (o

1 —\2
b) h(& &)=s= n Z(‘E _5) , patom ju nazyvame vyberovou disperziou,

Statisticky odhad

Vyberova funkcia g(&s,..., &n), ktora ma ti vlastnost,, ze parametre jej rozdelenia
stvisia s uréitym parametrom 6 zakladného sibau, nezyvame $tatistickym odhadam
daného parametra.

Statisticky odhed, ktorého strednd hodnda sa rovnd hodnde odhadovaného
parametra sa nazyva neodchylenym Statistickym odhadam




Kvantil .

Nech F(x) je distribu¢na funkcia spojitej nahodnej premennej & a ned je dané
Cislo a 00 (0,1). Ak &islo x4 je rieSenim pravdepodobnatngj rovnice

F(x,)=a tj. Pé<x,)=a (2.9,
potom X, nazyvame ax100%-nym kvantilom.

Testovanie hypotéz

Interval spolahlivosti

Predpdiad:
experiment je dharakterizovany ndhodnou pemennou é s normanym rozdelenim
N(x,a,0%). Pritom pozndme ¢ (= 0,°) aviak nepozndme a.

Redizujme n-krat experiment s vysledkami xi, X, ... Xy , potom:

o (X1, X2, ... Xy ) predstavuje redizadu ndhodrého wberu = = (&3, &,...,&n );

1
. X=—
n

Z X, jeredizadavyberového aritmetického priemeru £ .
1=1

Odhad stredngl hodndy a je mozné urobit’ na zaklade realizacie & rieSenim
pravdepodobnatng rovnice

P(‘a—f_‘zka):a (2.2)

kde a [0 (0,1) je dané ¢islo a hPadame K .

Z(2) vyplyva
Pla-k, <& <a+k,)=1-a (2.2H
O
NEI +k U—ZD—ND -k U—ZD:1—a
Bi “’a’nH Bi "’a’nH (2.)
0

0 o0 a
NBa+ ka,a,?le—E (2.2d)



0
NM,O,]Dzl—g (2.3)

0o l 2

Rovnica(2.3) predstavuje rovnicu pre (1-a/2)x100% kvantil .
OznaCme si:

U . = (2.4

potom pre interval spolahlivosti pre parameter a s koeficientom spolahlivosti 1-a
dostavame:

£ -dl<k =

] ) (2.9
é _ﬁml‘% <a< ¢ +ﬁml_%

0.9

i — Normal distr.

y()

Obr. 2: Interval spol'ahlivosti pre odhad parametra a s koeficientom spol'ahlivosti 1-a



Metddanajmensich stvorcov

Pri analyze dat sa casto stdva, Ze mame model, ale nepozname jeho vSetky
parametre, teda forma hustoty rozdelenia pravdepodobnati (h.r.p) je zname no
nepozname vsSetky jej parametre. Napr. Skiimand nahodnad veliCina mé& normalne
rozdelenie, avSak nepozname jg strednt hodntu resp. dsperziu.

Predpokladajme, ze v bodach X ,..., X, sme merali nezavislé nahodné veli¢iny VY1 ,..., ¥n
sdisperziami ¢% , i=1...n. Teda Xje dané (nez&visle premennd) a yje néhodny vyber,
ktory chceme pouzit’ na odhad zavislosti E(y)=f(x). Ned teoreticky model predpoveda
zavislost f(x; 6 ) kde 6 je stibar L parametrov, ktoré chceme odhadnat’.

Parametre 6 sa najdu minimalizaciou nasledovnej veliCiny:

Ly, = Z Vi fa(iXi ’é)a = min 2.6

Vo vSeobecnosti merané veli¢iny mézu byt skorelované. V tomto pripade vahovou
maticou (namiesto 1/0;* v pripade nekorelovanych veli&in) je inverzna kovariaéna matica:

LSQ = -il((yi - f(x ’é))wi,_jl [(Yi - f(x 15))) (2.7
alebo vo ektorovom formalizme:
Lo = (37_ ‘?)T v [(37_ ‘?)

kde (2.9

mE HOF @i O v Oul
V:E}/zg c_og | _Wh ok - ahb
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Podmienka minima, z ktorej vyplyvajl rovnice pre hPadané parametre8 S(;
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0 2.9
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Priklad: Uvazujme vysSie spominany yy-experiment. Invariantna hmotnost” Myy

G.S. Bitsadze et al. / n-meson inclusive production
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Obr. 3: Spektrum invariantnych hmotnosti m,, daného yy-experimentu obsahuje yypary od rozpadu
10, n a neskorelované yy-pary

geneticky spojenych kvant y patri bud’ T°-mezénu (normélne rozdelenie) alebo n-mezénu
(normélne rozdelenie). Invariantnd My, geneticky nespojenych kvant y patri pozadiu
(gammafunkcia). N&S model (hypotéza) vyzerd preto nesledovre:

f(x0) =c, [B(x;m,,0,)+c, B(x;m,0,)+(1-c ~c,) T(xa,B) (2.10
Vektor parametrov : 6 =(c.c,,m,,0,,m,0,.a,8)
Nezavisle premenna x; : stredné hodndy binov hstogramu

Nezavisle ndhodné premenné y : obsah jednalivych binov hstogramu.

2

Disperzien.p.y: g’ =Yy,



Priklad: Predpoladajme lineany model (f(x)=a+bx) pre pripad sibau nekorelovanych
bodov (x,yi£0) i=1,...,a

Potom
L [y, - (a+bx)
Lso = Z Ea—xé (2.17)
Z rovnic:
oL oL
-0 a 2 -0 (2.12
oda ob
dostavame:
S, B, -S, 5,
a =
D
- S5, - S, (S, (2.13
B D
kde
1 X X [X

(2.14)

Disperziu (varianciu) parametrov parametrov 6 (v uvedenom pripade 6 T )

ziskame nasledovre:
V(0) =SV (y) B (2.19
kde
noa  oa
_[P%1 0y, C
>“@eb  abr (219
By, ay.r
Konkrétne pre nés pripad:
— SXX - SX
V(@)=L C 2.17

DH-s, st



Metdda maximalng pravdepodomosti

Princip: vyberame taku hypotézu, ktora dava najvicsiu pravdepodobnost’ pozorovanym
udalostiam.

Uvazujme nadhodna premennu so spojitou h.r.p p(x/6) kde 6 je parameter (x/6 xdoraziuje,
ze sa jedna o podmienent pravdepodobnost’ mat’ vysledok X pri hodnde parametra 6).
Ak mame nahodry vyber o rozsahu n, paom mu prislichah.r.p.:

P(xy%,) = [ ] P(X 16) (219

Hrl'adany parameter @ ma pri danych redizadad x,..., X, nasledovnu (podmienend)
pravdepodobnost’:

l(e|x):|jp(xi 16)

(2.19
Log()=L =5 Log(p(x, 16)
Hodnda parametra 6 sa ziskava z podmienky maximal :
oL
30 (2.20

Priklad:

Uskutoénili sme a n pokwsov s vysledkami Xi,..., X, , priom nahodnd premenna
charakterizujiica nd$§ experiment ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti, pricom
nepozname jeho strednd hodntu a disperziu:

(x| 1,0?) = ﬁ [eX (Xz_aﬁ‘) E (2.21)

Pre logaritmicku pravdepodobnost’ (po vynechani normovacich faktorov):

_nlogo? _ ,Z(Xi K

L=lo = 2.2
90) =" > (222
Na zéklade:
oL oL
— =0 a =0 2.2
ou do” (2.23
dostéavame:

l_’} = 1 o =+ (224)



3. Modelovanie rozdeleni

3.1 Rovnomernérozdelenie

Z&ladom modelovania je ndhodna premenna a s rovnomernym rozdelenim pravdepo-
dobnosti vintervale (0,1):

@ x0O(0))
Py (X) = %) X0(0) (3.0

Prechod k \Beobeanému pripadu, t.j. k néhodrg premenngj 3 s rovnamernym rozdelenim
v intervale (a,b):
B=a+(b-a)lo (3.2

Podstata model ovania rovnomerného rozdelenim pravdepodobnosti v intervale (0,1):
Majme velké celé ¢islo P a postupnost’ {xx , k=0,1, ..., }, ktorl sme dostali na zaklade
rekurntného vzt'ahu:

k-1

X = Zabj ., +8 (modP) (3.3
]:

kde b; a 8st celé (konstanty), potom pseudonahodna postupnost’
0,,0,,0,, -+, keea=x/P (3.9
mavlastnaosti postupnasti redi zadi ndhodrgj premennej rovnamerne rozdelengj v (0,1).

Najj ednodwchsi pripad:
k=1a6=0  x, =bx (modP) =01 (3.5

Vektorova nahodna premenna s rovnomernym rozdelenim pravdepodomosti v
intervale (a1,by) x(az,bp) x... x (ax,bx).

k

Takuto ndhodnu veli¢inu je mozné realizovatna zaklade {a : }i:l, kde a, jerovnamerne

rozdelenév (0,1) :
,é:[ai"'(bl_ai)ml"'”""ak"'(bk_ak)mk] (3.9

Realizacia na pocitaci
CERNLIB: RNDM, RANLUX

Pouzitie
X = RNDM(V)
Resp.
Call RANLUX(xn,n) ! dmenziapadexn musi byt >n.



3.2 VSeobemé metddy model ovania

Jednorozmerna nahodna premenna.

Mame nahodni pemenndi ¢ s distribucnou funkciou F(x) a néhodnl pemennd a s
rovnamernym rozdelenlmv(O D). Ak &’ jerieSenim rovnice

de(x) a - &=FYa) 37
potom & je rozdelena v sulade s distribuénou funkciou F(X), teda & =¢ .
Vektorova ndhodna premenna.

Ned ndhodré premenné &y, &>, .. Ek maju distribuém'l funkciu F(xl,xz, X a

X] o

RO =P <x)= [ [- de(xl, %)= J’dx jdxz jdxkpm,xz, X)

—00—00

[ [ POX X )
F(% %)= P(E, <X, |%,) == (3.9

Jax. .. Idxk POX, %, 0. X, )

Idx; P(Xgs Xyy- - X )
Fo (X, X5, %) = P(& < XXy Xy) =
Idxk P(X;, X550+ %)

potom veli&iny & 1, & 5,..., & «, ktoré s{i rieSenim postupnasti rovnic:

F.(é)=a

F,(&,¢&)=a
(3.9

F (&),65,... &) =a,

st rozdelené v slade s funkciou F(X3,Xz,... Xy).



Priklady

1. Doba Zivota mionu T .
Nahodra premenna T ma distribuéna funkciu F(X) =1-exp(-A x) . Vychadzajic z
rovnice (3.7) mame:

IdF(x) =F(r)=a  rovnamernerozdelenév (0, 1)

l-exp(-A1)=a 0O r:—%ln(l—a)

resp.
_1

A
lebo 1-a je nahodra premennarovnamerne rozdelenav intervale ( 0,1).

T= In(a)

2. Mgme diskrétnu nahodnt premennud & nadobudjucu hodndy {71} s
pravdepodobnostami {p;}, 1 =1,2 ...,potom preredizadu ¢é plati: =1 , kde k je dané
nerovnost'ou:

k-1 k

ijSOr< p,

=1 =1
Geometrickainterpretada:

P, P Py P,

Obr. 4: Generovanie diskrétnej ndhodnej premennsgj.



Sped dne metddy modelovania

Majme nahodnu pemennu ¢ s hustotou pravdepodobnati p(x) definovana v D = (a,b)
taku, Ze p(X) je v D ohranicena, t.j. pre kazdé X(OD [ p(X) <M.

p(x)

| b
a a, (b-a)

Obr. 5: Generovanie nahodnej premennej so zloZitou hustotou pravdepodobnosti .

Generujme a1 aay, kde a; je rovnamerne rozdelenana (0,1) adefinume:
x=a+(b-a)a, 31
y=a,M (319

ak y < p(x) O x je redizdda &, ak nie pokus opakujeme. Takymto spésobam
kons$truovana postupnost’ veli¢in x je postupnost’ou realizacii &.

Realizacia nahodnej veli¢iny &

1. generujeme nahodry vektor (a+b-a)a, a:M);

2. prvii komponentu povazujeme za realizaciu &, ak druha komponenta spifia podmienku

aM<p(x) (3.11)

Dokaz

Nahodny vektor (§',n') = (aHb-a)ai, a.M ) je rovhamerne rozdeleny v (a,b)x(0,M). Ak
prejdeme k néhodrému vektoru (&,n) = (€',n")[&M < p(x), paom tento néhodry vektor je
rovnhamerne rozdeleny v oblasti G =(a,b) x (0, p(X) ) a jeho distribu¢na funkcia je



_m (x,y)O0G
f(xy)= Ep (x y)0G (3.12

Pre distribu¢nt funkciu & plati:

X p(t) X

F'(X) =P <X) = j’dt}du T, (tu) = [dt [du=[p@ydt=F() (313

—co —00

g.ed.
Metoda rejekcie (odmietania)
Veta 1 Ned @(X)=@(X1,...Xn) je nezaporna funkcia definovana a integrovatelna v

n—-mernom kvadri D E{ai <X < b,}in:la pritom ¢(x) < M pre kazdé x[D, kde M je

konstanta . Dalej nech (al’,...,ar; )je vektorova nahodra premenna s rovnamernym

rozdelenim v D a a je ndhodré premenna s rovhanernym rozdelenim v (0, 1), patom
hustota zodpowedajica podmieneng pravdepodobnati

P{ai’<>g J=1..,nj¢(a,...a)za M} (3.19
je totozna s ClP(Xy,... %) , kde ¢ je normovada konstanta.

Dobkaz:

Hustota pravdepodobnati pre vektorova réhodna pemennu (al’,...,ar;) je cly(ty,...tn)

kde x je indikétor oblasti D ( x(t,-t,) = 3 ()00 ). Pre vy&de zmienend
T et )OD

podmienenu pravdepodobnost’ dostadvame:

P{x <a <x+dx;i=1n|¢(@)=Ma} =

X 0%, Xp +0X, 1

¢ [ dt... [ dfdtxt..t, 0. 1,)2Mt)= (3.15
X Xn 0

X+ % Xn +0 X,

c [ di.. Idtnqb(tl,..rn)

X1

Kde )((tl,...tn:(p(tl,...tn) > Mt) je indikator mnoziny premennych ty,...t, pre ktoré plati
nerovnost’ @(t,,...t,) = Mt. Anaogicky:

ctl= }dtl... j’dtnj'dt)((tl,..ln (P(t,,..1 )2 Mt)= } dt, ... }dtn¢(t1,..1n) (3.16

—o0;



Algoritmus:

1. Generujeme n+1 ¢isel a,...,0n & Ons
2. Ak n-ticady,...0n, ktoré spiﬁa podmienku:
dla,+ (b -a)a,...a +(b,-2a,)a,)2 Ma,,
3. kondtruvieme & =a +(b —a)a, prei=1,...,n
4. Ak nie - procedUiru opakujeme.

Veta 2 Ak = je vektorova ndhodra premennd s hustotou pravdepodobnati c@(xy,... Xn) V
. . O . :
oblasti D = @1 (a,b )Ea ¢ je pri kazdom = =(X,... Xn) rozdelenarovnamerne v intervale
=1

[0, co(Xyq,... %) ], paom nahodny vektor (=€) je rovnamerne rozdeleny v (n+1)—mernej
oblasti definovanej nerovnost’ami:
a<x <b,..a <x,<b,

0<X,,; <CP(X,..,X,) 0

Veta 3 Nech rmahodra premenna n je funkciou réhodrého wektora (&1, &2, ..., &n)
n=f(&,....&n) a ¢(xq,....%) je hustota rozdelenia ndhodrého ektora (&1, &, ..., &) paom
plati

Plcsns<d}= Iﬂqﬁ(xl,xz,---,xn)dxl...dxn_

csf (%, %,)=d

Veta 4. Nech nahodreé vektory (&y,..., &) a(na,..., Nn) Mal huwstoty rozdeleni p=(Xy,..Xn)
resp. pu(ys, -.yn) ani = fi(&,...&) (i=1,...,n) je zobrazenie s nenulovym jakobidnom

¢ = M , patom hustoty rozdelenia p= a py spiiajt vzt'ah:
0X, -+-0X

n

P (Ve ¥ ) = P (FL (e X0 ), o (e X))@

Veta 5 Ned &; a &, si nezavislé nahodreé premenné s hustotami pravdepodobnati p;(X)
resp. p2(X), patom hustota pravdepodobnati p(y) sumy &; a & sarovnakonvdUcii:

P(y) = [ Pu(y~X) T, (9 de



M odel ovanie rovhomerného rozdelenia na povwrchu sféry.

Zakladna myslienka spociva v generovani bodov rovnomerne rozdelenych vnutri gule.
Potom sa najde priesec¢nik (P) priamky vedengj vygenerovanym bodam z centragule (O)
a povrchom gule. Takto ndjdené priese¢niky st rovnomerne rozdelené po povrchu gule.
Jednotkové vektory leziace na spojnici OP vykazuju priestorovuizotropiu.

Algoritmus:

1. Generovat ndhodny vektor o = (671,072,073), kde a;, =a;, — 0.5 (i =1,2,3) si néhodré

veli¢iny s rovnomernym rozdelenim v intervale (-0.5, 0.5 (q; je rovhamerne
rozdelenév (0,1) ).

2. Ak néhodry vektord@ spiiia podmienku:

az+a’+a; <14 1),
teda odpovedgUci bodsa nachédza vnutri gule s polomerom Y2, pdom vytvorit
a . .
\ektor: T =(r,,7,,T,), kde 1, = ! sii smerové kosinusy

Va7 +d; +ay

jednakového vektora sizotropnym rozdelenim.

3. Ak néhodry vektord@ nespiia podmienku (1) , opakovat’ body 1 a 2.

Uloha 1:

Modelovat rozpad
n() - yy
za predpokladu, Ze n(m)-mezon sa rozpada v pokoji, hmotnost’ n(rf)-mezénuje
m,=547.30MeV (m,=134.98MeV ), rozpad mezonu je izotropny. Detektor (vid’ obr.1)
detekuje kvantdy, ktorych smer vyletu zvieras osou z uhd mensi ako 45°. Rozpadaj Uci
sa mezon je lokalizovany v centre detektora (vid’ obr.1) .
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o EnergetickérozliSenie detektoraje: € =

» SdradnicovérozliSeniejeidedne.

Je treba najst’ spektrum invariantnych hmotnosti paru yy (m,,) pochédzajucich z
rozpadu ws3e uvedeného mezdnu.



Invariantna hmotnost’ my, je definovana &o:

m, =yE +E) - +B)

kde
(E,,B) i =1.2 st 4hybnasti y-kvént.

Obr. 6: Detektor kvant gamma, oba segmenty detektora su kiZel’ovitym vysekom z gulovej vrstvy
(stena kiZela zviera s osou zuhol 45°)



