Stochastické procesy.

Problém : Rozptylujuci sa mion v

latkovom prostredi. Vzdialenost’ p

rozptyleného miénu od osi dane;j

B

incidentnym bodom a smerom vzletu

na hibke 7 je ndhodnou veli¢inou,

/‘M

ktorej hustota pravdepodobnosti

ol
=t il

zavisi od hibky: { pr, teT= mnozina

moznych hibok }.

Obr. 1 : Mién rozptylujici sa v latkovom prostredi.

Nech T je nejakd mnozina indexov ( napr. mnoZzina realnych ¢isel). Stochasticky proces s
mnoZinou T hodnot parametra t je taky systém ndhodnych premennych { X;, teT }, ze
kazdy konecny podsystém ( X7 ,Xe2 5 ooy Xen ) (¢, i=1,...,n) je mnozina nahodnych

premennych s urcitou distribu¢nou funkciou F, , (X, 5.y X, ),
EI""tn (xtl "”’xtn ) = P(th < xtl st " .9th < xtn ) .

Distribu¢né funkcie stochastického procesu spliiaji:

1. podmienku symetrie: pre l'ubovol'ni permutaciu i,,...,i, ¢isel 1,...,n plati

F (x; 500 X; )=F,

Loty yeensly

(xtl ’.”’xtn )
2. podmienku konzistencie: ak je m<n, tak pre 'ubovol'né t,-j, ...,t, € T plati

X X, 500,...,00) = F X, 4oty X
tI,---tm,tm+1,..,tn( 1, 9°°% 7%, 9% ) t,,...,tm( 4% 0 tm)~



V aplikaciach X; je pozorovana veli¢ina pri hodnote parametra ¢z a 7 je mnozina, v ktorej

sa parameter meni —dva dolezité pripady T:

e T je nekonecna postupnost, potom { X, teT } je stochastickym procesom s
diskrétnym parametrom alebo stochastickou postupnostou;

e Tjeinterval potom { X, teT } je stochastickym procesom so spojitym parametrom.

Parameter ¢ sa zvykne nazyvat’ Cas.

Markovove ret’aze

Markovova ret’az je Specialnym pripadom Markovovho procesu. Je to najjednoduchsie
zovseobecnenie pojmu nezavislych pokusov , ked’ predpokladame, Ze vysledok pokusu
zavisi len od vysledku bezprostredne predchadzajuceho pokusu. Predpokladajme, ze
vysledkom kazdého pokusu méze byt jedna a len jedna udalost’ zo spocitate'nej mnoziny
navzajom vylucujucich sa udalosti Ej, E», ... . Definujme ndhodné premenné X,

(n=0,1,...) takto X,=j ak vysledkom n-tého pokusu je udalost’ E;

Definicia 2. Hovorime, zZe postupnost’ pokusov alebo prislusna postupnost’ ndhodnych

premennych {X .\ }00 tvori Markovovu ret’az, ak pre vSetky n (n=1,2,...0 a pre vsetky

n=0
mozné hodnoty ndhodnych premennych {X ., }::0 plati

PX,=jlX,=i,,X,=i,.,X,,=i_,)=PX,=j,/X,_,=i_,)
Pouzijuc fyzikalnu terminologiu, mozno hovorit’ o pohybe systému a udalosti Ej nazvat’
stavmi tohto systému. Rozdelenie pravdepodobnosti P(Xy=j) = Pj(0), j=1,2... ndhodnej
premennej X, sa nazyva pociatoénym rozdelenim a podmienené pravdepodobnosti

P(X,=j/X,.1=i) nazyvaju sa prechodovymi pravdepodobnostami.

Homogénnou Markovovou ret’azou nazyvame takii Markovovu ret'az , ktorej

pravdepodobnosti prechodu P(X,=j/X,.;=i) nezavisia od od n, t.j. plati



PX,=i/X1=i) = pij .

Pre pravdepodobnost’ prechodu plati

(o]

dYp;=1,(G(=12.)a p,20
i=1

Z pravdepodobnosti prechodu je mozné utvorit’ maticu:

Pu P P
P = Py Py Py
P;;  Ps;  DPs

Takéato matica sa nazyva maticou pravdepodobnosti prechodu.

Definicia. Stochasticky proces {X, te T } nazyvame Markovovym procesom, ak pre

n=1,2,... alubovolné t,, € T (m=0,1,...,n), ty <t; <...<ty, a pre vSetky redlne x a y plati

P(X, <y/X, =x,X, =Xx,_,,.0X,=x,)=P(X, <y/X, =x)

pre vSetky realne hodnoty x5, ...,xp .

Definicia. Markovov proces sa nazyva homogénnym ak pre l'ubovolné ¢; e Ta t; e T,

kde #; <t, , distribu¢na funkcia
F(t,x,t,,y)=P(X, <y|X, =x)

zavisi len od rozdielu #=t, - ¢; teda

F(t,,x,tz,y) = F(t,x,y).



Definicia. Proces {X, te T } nazyvame procesom s nezavislymi prirastkami ak pre

n=2,3,... apre lubovolné ¢, €T, ty <t; <...<t,, st ndhodné premenné

th —Xto,Xt2 —th,“',th _th_z nezavislé.

Definicia. Proces {X, te T } nazyvame procesom s homogénnymi prirastkami ak pre
Fubovolné t; € Tat; € T, kde t; <ty , distribuéna funkcia rozdielu X', — X, zavisi

len od rozdielu =t; - t;.

Definicia. Diskrétny proces {X, te T } nazyvame Markovoym procesom, ak pre
n=1,2,... alubovolné t, € T (m=0,1,...,n), t) < t; < ...< t,, a pre lubovol'né celé Cisla i
aj plati

P(th = j/th_I = i,XtH =, y9een X, =0,)= P(Xt" = j/th_l =1)

pre lubovol'né celé Cisla i,.z...,0p .

Definicia. Diskrétny Markovov proces sa nazyva homogénnym ak pre I'ubovolné i, j a
pre l'ubovolné t; € Tat, € T, kde #; <t , zavisi funkcia pre pravdepodobnost’ prechodu

len od rozdielu ¢, — ¢;.



Transportna rovnica
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Castice kaskady budeme popisovat :

hustotou f; (? ,f),t) = hustota Castic typu i v jednotke fazového priestoru okolo bodu
(F,p) v caset.

Sirenie hadronovej kaskady je popisané transportnou rovnicou — jej diferencialny tvar je:

of, (F,ﬁ,t)+£af,. (?,ﬁ,t)+Faf,. (7, p»?) _
ot m oF op coll

(1)

Kde zrazkovy integral 1.,y :

do(p',k - p,i , . .
I, = —noo'(p)-v-fl.(?,f),t)+n)z‘[d3i)' (p 0 P )-v -fl.(r,p,t)+QV (r,p,t)
. . / -
(@) . . ,
b)

)

(a) = zmenSenie poctu Castic v jednotke fAzového objemu v dosledku ich interakcii



(b) = zvicSenie poctu Castic v jednotke fazového objemu v dosledku interakcii Castic aj

inych s inymi hybnostami.

n,= koncentricia atomov prostredia,
do NP ., . . .
o 3 = ucinny (diferencidlny) prierez interakcie,
P
0, (7 ( , P> ) = externy zdroj Castic s hybnostou p.

Tok castic (typu i s hybnostou p v bode ¥ ):

S = _|P
J.(F,p,t)=v- f,(F,p,t) v= -

Vektor toku castic (typu i s hybnostou p v bode ¥ ):

J,(F,Bot) =¥ £,(F, ot) = &-J, (7, B1)

kde @ je jednotkovy vektor v smere pohybu Castice.

Hustota zraZok:

¥, (F,p,1) = m,-o(p)-J, (¥, p,t)

Stacionarny proces (af /dt = 0) bez vonkajsich sil (F‘ = 0) .

Pre transportnt rovnicu v tomto pripade dostavame:

oJ. (F,m, v o > =
@,M_Fno o'(p) J (l’ a, p)=1c,,,,+Qy(szaP)

~)

Majme jednotkovy zdroj Castic typu i v bode (170 @, p,,) , tJ.

I,+0,=6(-F)6(6-a,)-6(p-p,)

RieSenim transportnej rovnice pre bodovy zdroj je Greenova funkcia:

a__).aGi(i;__’o,_»_a_’)oap_po)

~
S

€)

(4)

()

(6)

(7)

+n, -O'(p)-Gl.(---)=5(?—%)-5(&3—@0)~5(p—p0)

(8)



RieSenim transportnej rovnice pre 'ubovolny zdroj je (transportnd rovnica v integralnom

tvare):

J(;:’E)J’) = Id%daodpoG(F_7'090_5_5’0,1’_1’0)[1(-011 (’_;075’0’170)+QV (’_:095’091’0)] ©

Zavedme x = (17 N p) a predpokladajme, Ze procesu sa z¢astiuju Castice roznych

typov, potom metoda Greenovych funkcii vedie k:

J(x)=Y j’ dx' K, (x,x") J;(x") +J,,(x) (10)
j
Kde
K, (x,x")=G;(x,x")- F;(p,p', @ ®)
F,(p,p',@- @) je pocet Castic typu i s hybnostou p a smerom@ vznikajlcich pri
interakcii ¢astice typu j s hybnostou p' a smeroma@’ .

Joi(x) je primarny zdroj Castic.

RieSenie Integralnej transportnej rovnice v tvare Von Neumanovho radu.

5 =3(K) s () =1 (11)

n=0

kde K je integralny operator:

(Kf ) () = [ dek  (3,) £ (%)

Transportna rovnica pre hustotu zraZok

Pouzijuc vztah pre hustotu zrazok transportnu rovnicu (10) mozZeme prepisat’:
Y(x)=[d' K, 0)¥(x) + 0x) (12)
kde
Q(x) je hustota primarneho zdroja (o(p)nety),



¥je vektor: (¥(x))=¥i(x) a K je matica: (K(y,x))i=Kij(y,x).



Podstata MC-vypoctu. Zvycajne nas zaujima funkcional nasledovného typu:

I=¥)= [ dy b7, H¥F,P) (13)

@)
Podstata vypoc¢tu funkcionalu I metédou MC je v tom, Ze sa realizuje odhad urcitej
nahodnej premennej & (estimatora), ktora je definovana na priestore £2 vsetkych moznych

realizacii nejakého Markovovho procesu, ktory tu representuje realny fyzikalny proces:

(h,¥)=E(&)= jg(a)dp(a) (14)
ke
kde
a je realizacia Markovovho procesu
P je pravdepodobnostnd miera na priestore £2, teda pravdepodobnost’ realizacie
daného a.

Priklad jednoduchého Markovovho procesu. Uvazujme pripad transportu Castice, ktora
moze byt pri interakcii rozptylena resp. pohltena.
Markovov proces je dany:
e Pociatonym rozdelenim pravdepodobnosti py(x) (=0)
e Hustotou pradepodobnosti prechodu p(x,y) > 0
Podmienky:

[ax po=1a [dy pix,y)=1-g(x) (15)

kde € je fazovy priestor
2(x) je pravdepodobnost’ pohltenia Castice
Realizdcia Markovovho procesu. Je to postupnost’ bodov fazového priestoru
(X0 5 X1 5eees Xn ), ktoré st generované nasledovne:
e Xx, je generované z rozdelenia py(x) (siradnica vo fazovom priestore Castice
vstupujtcej do prvej interakcie.
e S pravdepodobnost'ou g(x) je Castica pohltena.

p(x,,x;)

e X, - ak nedoslo k pohlteniu Castice v xy, generujeme x; z rozdelenia I e(x)’
— 8(x,

atd’.



Uloha 3:

Majme Casticu rozptyl'ujicu sa v prostredi v rovine xy. Po¢iato¢na poloha ¢astice je:
x,=0, y, =0 asmer 6, =0 (0je uhol udavajici odklon od osi x).

V kazdom kroku Castica urazi vzdialenost /, ktord je nahodnou premennou

s distribu¢nou funkciou F(l)=1- exp(—l / ﬂ) )

Po urazeni drahy [ sa Castica rozptyli v sulade s hustotou pravdepodobnosti

a

)= sin’(6/2)

Ako bude rozdelena Castica v rovine xy a aké bude spektrum jej uhlov po n krokoch

(n=5, 10,...)?



	Markovove re�aze

