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Základné pojmy matematickej štatistiky 
 

Matematická štatistika sa zaoberá štúdiom prijatia rozhodnutí v tzv. podmienkach 
neur

�
itosti, t.j. vtedy, ke �  ur

�
ité rozhodnutie závisí od náhodnej udalosti, pri

�
om nie je 

známe, ktorý zo zákonov rozdelenia pravdepodobnosti pôsobí v danom prípade. 
 Uvažujme prípad , ke�  máme urobi�  rozhodnutie závisiace od náhodnej udalosti, 
avšak nepoznáme ani súhrn podmienok γγγγ  ur

�
itého experimentu, ani to, ktorý zo zákonov 

pravdepodobnosti pôsobí v danom prípade. Vtedy je nutné realizova�  experiment na 
základe meraní ur

�
itých veli

�
ín a za pomoci  ur

�
itých metód urobi�  príslušné závery. 

 
Fyzikálny príklad 
 
Uvažujme fyzikálny experiment zameraný na štúdium mezónov rozpadajúcich sa na 2 
gama kvantá – napr.:       K− p  →  γγ + X. 

• Invariantná hmotnos�    ( ) ( )2
21

2
21 ppEEm �� +−+=γγ   bude predstavova�  náhodnú 

veli
�
inu charakterizujúcu náš experiment, pri

�
om jej odpovedajúci 

pravdepodobnostný zákon nepoznáme.. 
• Realizácie tejto náhodnej veli

�
iny sa získavajú opakovaním experimentu. 

• Výsledkom experimentu je rozdelenie mγγγγγγγγ. 
 

 
Obr. 1: spektrum invariantných hmotností γγγγγγγγ-parov charakterizujúce daný γγγγγγγγ-experiment



Predpoklad:  

 
• Poznáme rozlíšenie nášho detektora, t.j. poznáme závislos�  σσσσ od hmotnosti M 

rozpadajúcej sa 
�
astice sa na γγγγγγγγ. 

• Poznáme hmotnos�  prvej 
�
astice (π0−mezón), teda poznáme jemu zodpovedajúce 

rozdelenie hustoty pravdepodobnosti invariantnej hmotnosti mγγγγγγγγ. 
• Nepoznáme hmotnos�  druhej 

�
astice (η−mezón) a teda ani jemu zodpovedajúce 

rozdelenie hustoty pravdepodobnosti. 
 
Možné úlohy, ktoré je treba rieši�  metódami matematickej štatistiky: 
 
1. Preveri�  hypotézu, že prvou 

�
asticou je π0−mezón − teda pre známe rozdelenie 

hustoty pravdepodobnosti  zisti �  nako � ko je pravdepodobná hypotéza , že v 
experimente sa realizuje rozdelenie mγγγγγγγγ zodpovedajúce  π0−mezónu. 

2. Nájs�  hustotu rozdelenia pravdepodobnosti pre druhú 
�
asticu, teda nájs�  zákon 

pravdepodobnosti, ktorý popisuje jej prejavenie sa v experimente. Prakticky nájs�  
hmotnos�  skúmanej 

�
astice , zodpovedajúcu σσσσ rozdelenia mγγγγγγγγ., 

�
i sa jedná o jednu �

asticu a pod.  
 
Poznámka: Vyššie spomínaný γγ-experiment prakticky delíme na 2 sub-experimenty: 
v rámci prvého (mγγ <  300 MeV) sa rieši úloha  1  a v  rámci druhého sub-experimentu  
(mγγ > 300 MeV) sa rieši úloha 2 . Riešenie problému si vyžaduje prija�  a testo va�  
hypotézu o pozadí, t.j. o rozdelení mγγ v  prípade, že γ-kvantá nie sú geneticky spojené 
(nepochádzajú z rozpadu tej istej 

�
astice). Pozadie je možné preskúma�  metódou MC, 

využijúc pritom aj možnos�  itera
�
ného prístupu. 

 
 



Nieko� ko pojmov… 
 

Náhodný výber 
 Predpokladajme, že ur

�
itý experiment sme n-krát opakovali za tých istých 

podmienok , a že sme získali  n na sebe nezávislých pozorovaní x1, ... xn ur
�
itej veli

�
iny. 

Môžeme ich považova�  za realizácie ur
�
itej náhodnej veli

�
iny ξξξξ charakterizujúcej náš 

prípad. 
 N-ticu ( x 1, ... xn ) môžeme považova�  tiež za realizáciu vektorovej náhodnej  
premennej ΞΞΞΞ=( ξξξξ1,..., ξξξξn ), ktorej zložky ξξξξi , i=1..n  sú nezávislé a majú to isté rozdelenie 
pravdepodobnosti ako náhodná premenná ξ s distribu

�
nou funkciou F(x) charakterizujúca 

základný súbor. 
 Náhodný vektor (ξξξξ1,..., ξξξξn ) sa nazýva jednoduchým náhodným výberom zo 
základného súboru. N-tica hodnôt ( x1, ... xn ) sa nazýva realizáciou tohoto náhodného 
výberu. 
 

Výberová funkcia. 
 
Je to � ubovo� ná reálna funkcia náhodného výberu ΞΞΞΞ teda g(ξξξξ1,..., ξξξξn) - je to tiež náhodná 
veli

�
ina. 

Dôležité výberové funkcie. Nech náhodná premenná ξξξξ má distribu
�
nú funkciu F(x) a nech 

E(ξξξξ) = a  a D(ξξξξ) = σσσσ2. Nech ΞΞΞΞ=( ξξξξ1,..., ξξξξn ) je náhodný výber o rozsahu n ( >1 ) a nech 
výberová funkcia je: �	� 


=
==

n

i
in n

g
1

,...,1

1
)( ξξξξ   , potom ju nazývame výberovým aritmetickým 

priemerom, pri
�
om platí:  E a D

n
( ) , ( )ξ ξ

σ
= =

2

 

 

b)     ( )h s
nn i

i

n

( ),...,ξ ξ ξ ξ1
2 2

1

1
= = −

=

�
, potom ju nazývame výberovou disperziou, 

pri
�
om platí:  E s

n

n
( )2 21

=
−

⋅σ    .

 
Štatistický odhad 
 
Výberová funkcia g(ξξξξ1,..., ξξξξn), ktorá má tú vlastnos� , že parametre jej rozdelenia 

súvisia s ur
�
itým parametrom θθθθ základného súboru, nazývame štatistickým odhadom 

daného parametra. 
Štatistický odhad, ktorého stredná hodnota sa rovná hodnote odhadovaného 

parametra sa nazýva neodchýleným štatistickým odhadom 
 
 



 Kvantil. 
 
 Nech F(x) je distribu

�
ná funkcia spojitej náhodnej premennej ξ a nech je dané 

�
íslo 

α ∈ (0,1). Ak 
�
íslo xα je riešením pravdepodobnostnej rovnice: 

 

F x P x( ) ( )α αα ξ α= < =    t.j.               (2.1), 

 
potom xα  nazývame αααα××××100 %-ným kvantilom. 
 
Testovanie hypotéz 
 
 Interval spo� ahlivosti pre odhad strednej hodnoty 
 
Predpoklad: 

experiment je charakterizovaný náhodnou premennou ξξξξ s normálnym rozdelením 
N(x,a,σσσσ2).  Pritom poznáme σσσσ2 (=σo

2) avšak nepoznáme a . 
 

Realizujme n-krát experiment s výsledkami x1, x2, ... xN , potom: 
 
• (x1, x2, ... xN ) predstavuje realizáciu náhodného výberu ΞΞΞΞ = ( ξξξξ1, ξξξξ2,..., ξξξξn ); 
 

• x
n

xi
i

n

=
=


1

1

 je realizácia výberového aritmetického priemeru ξ . 

 

 Odhad strednej hodnoty a je mo žné urobi�  na základe realizácie ξ  riešením 
pravdepodobnostnej rovnice: 
 

αξ α =≥− )( kaP                                              ( 2.2 )  

 
kde αααα ∈ (0,1) je dané � íslo a h� adáme kαααα . 
 
Z (2) vyplýva: 

P a k a k( )− < < + = −α αξ α1                         ( 2.2b) �
 

N a k a
n

N a k a
n

+

��� ����
− −

��� ����
= −α α

σ σ
α, , , ,

2 2

1        ( 2.2c ) �
 

N a k a
n

+

��� ����
= −α

σ α
, ,

2

1
2                                       ( 2.2d )  



 

N
k nα

σ
α

, ,0 1 1
2

� ! "#%$
= −                                      ( 2.3 )  

Rovnica (2.3) predstavuje rovnicu pre (1−α/2)×100% kvantil. 
Ozna& me si: 
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potom pre interval spo ' ahlivosti pre parameter a  s koeficientom spo ( ahlivosti 1−α 
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Obr. 2: Interval spo) ahlivosti pre odhad parametra a s koeficientom spo) ahlivosti 1-α 



Odhad disperzie a jej interval spo* ahlivosti 
 
Nech 2s~ je neodchýlený odhad disperzie náhodnej premennej ξ charakterizujúcej náš 
experiment (základný súbor), potom náhodná premenná  
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Teda s pravdepodobnos> ou γ sa disperzia σ2 nachádza v intervale ??@ABBCD −−
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Empirická distribuE ná funkcia  
 
Nech ξ je náhodná premenná, )(xFξ jej distribuF ná funkcia a  x1,..., xN sú jej nezávislé 

realizácie. OznaF me si νN(x) poF et realizácií xk , pre ktoré platí: xk < x. Potom empirická 
distribuG ná funkcia je definovaná nasledovne: 

N

x
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Je zrejme, že platí: 
    dokonca  )()()()(lim xFxFxFxF NN

N
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Teda empirická distribuF ná funkcia v limite N→ ∞ prechádza na Fξ(x) (dokonca 
rovnomerne k nej konverguje). 
Kritérium blízkosti ξF a ∗

NF .Ako kritérium blízkosti môžeme použiI  rozdelenie χ2- dôvod 

je nasledovný: 
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Kde ∆i i=1,..., L sú intervaly, na ktoré sme rozbili obor hodnôt realizácií  náhodnej 
premennej ξ. Pre N → ∞ náhodná premenná Ψ predstavuje χ2-rozdelenie s L-1 stupR ami 

voS nosti. 



Metóda najmenších štvorcov 
 

Pri analýze dát sa T asto stáva, že  máme  model, ale nepoznáme jeho všetky 
parametre, teda forma hustoty rozdelenia pravdepodobnosti (h.r.p.) je známe no 
nepoznáme všetky jej parametre. Napr. Skúmaná náhodná veli T ina má normálne 
rozdelenie, avšak nepoznáme jej strednú hodnotu resp. disperziu. 
 
Predpokladajme, že v bodoch x1 ,…, xn sme  merali nezávislé náhodné veliT iny y1 ,…, yn 
s disperziami σ2

i , i=1…n . Teda xU je dané (nezávisle premenná) a yV je náhodný výber, 
ktorý chceme použiW  na odhad závislosti E(y)=f(x). Nech teoretický model predpovedá 

závislosW  f(x; θX ) kde θX je súbor L parametrov, ktoré chceme odhadnúW . 

Parametre θX  sa nájdu minimalizáciou nasledovnej veliT iny: 
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Vo všeobecnosti merané velia iny môžu by b  skorelované. V  tomto prípade váhovou 
maticou (namiesto 1/σi

2 v prípade nekorelovaných velia ín) je inverzná kovariaa ná matica: 
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alebo vo vektorovom formalizme: 
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Podmienka minima, z ktorej vyplývajú rovnice pre hs adané parametreθt  sú: 
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Príklad:  Uvažujme vyššie spomínaný γγ-experiment. Invariantná hmotnosv  Mγγ  

 

 
 

Obr. 3: Spektrum invariantných hmotností mγγγγγγγγ  daného γγγγγγγγ-experimentu obsahuje γγγγγγγγ-páry od 
rozpadu ππππ0, ηηηη a neskorelované γγγγγγγγ-páry 

 
geneticky spojených kvánt γ patrí buw  π0-mezónu (normálne rozdelenie) alebo η-mezónu 
(normálne rozdelenie). Invariantná Mγγ geneticky nespojených kvánt γ patrí pozadiu 
(gamma funkcia). Náš model (hypotéza) vyzerá preto nasledovne: 
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Vektor parametrov :                       ( )βασσθ ηηππ ,,,,,,, 21 mmcc=
y

 

 
Nezávisle premenná xi :                 stredné hodnoty binov histogramu 
 
Nezávisle náhodné premenné yi :  obsah jednotlivých binov histogramu. 
 
Disperzie n.p. yi :                            ii y=2σ        



Príklad:  Predpokladajme lineárny model (f(x)=a++++bx) pre prípad súboru nekorelovaných 
bodov:  (xi, yi ±±±± σσσσi )      i=1,…,a  
Potom 
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dostávame: 

D

SSSS
b

D

SSSS
a

yxxy

xyxxxy

⋅−⋅
=

⋅−⋅
=

1

                                                          (2.13)              

 
kde 

��
���

−⋅=
⋅

==

⋅
===

i
xxx

i

ii
xy

i i

i
y

i i

ii
xx

i i

i
x

i i

SSSD
yx

S
y

S

xx
S

x
SS

2
122

2221

1

σσ

σσσ

              (2.14) 

 

Disperziu (varianciu) parametrov parametrov  θ�  (v uvedenom prípade ��������=
b

a
θ�   ) 

získame nasledovne: 
TSyVSV ⋅⋅= )()( ��θ                                                                   (2.15)  
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Konkrétne pre náš prípad: ��
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Metóda maximálnej pravdepodobnosti 
 

Princíp: vyberáme takú hypotézu, ktorá dáva najvä� šiu pravdepodobnos�  pozorovaným 
udalostiam. 
Uvažujme náhodnú premennú so spojitou h.r.p p(x||||θθθθ) kde θ je parameter (x||||θθθθ xdôraz� uje, 
že sa jedná o podmienenú pravdepodobnos�  ma�  výsledok x pri  hodnote parametra θθθθ). 
Ak máme náhodný výber o rozsahu n, potom mu prislúcha h.r.p.: 
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H � adaný parameter θθθθ má pri daných realizáciách x1,…, x n nasledovnú (podmienenú) 
pravdepodobnos� : 

( )�∏

=

=

==

=

n

i
i

n

i
i

xpLogLlLog

xpxl

1

1

|()(

)|()|(

θ

θθ
                                          (2.19) 

 
Hodnota parametra θθθθ sa získavá z podmienky maxima L: 
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Príklad: 
Uskuto� nili sme a n pokusov s výsledkami x1,…, x n , pri � om náhodná premenná 
charakterizujúca náš experiment má normálne rozdelenie pravdepodobnosti, pri� om 
nepoznáme jeho strednú hodnotu a disperziu: �� ¡¢¢£¤ −−⋅=
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Pre logaritmickú pravdepodobnos¥  (po vynechaní normovacích faktorov): 
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Na základe: 
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