MATEMATICKA STATISTIKA

Zakladné pojmy matematickej Statistiky

Matematicka Statistika sa zaobera Stagi@rijatia rozhodnuti \tzv. podmienkach
neugitosti, t.j. vtedy, ked ur¢ité rozhodnutie zavisi od nahodnej udalosti, pom nie je
zname, ktory zo zakonov rozdelenia pravdepodobnosti postdriam pripade.

Uvazujme pripad , k¢ mame urobf rozhodnutie Avisiace od nahodnej udalosti,
avSak nepoznadme ani suhrn podmiernolr¢itého experimentu, ani to, ktory zo zadkonov
pravdepodobnosti pédsobi \danom pripade. Vtedy je nutné realizova experiment na
zaklade merani &itych veltin a za pomoci witych metd urobt prislusné zavery.

Fyzikalny priklad

Uvazujme fyzikalny experiment zamerany na Stadium mezoénov rozpadajucich sa na 2
gama kvantanapr.. Kp - yw+X
« Invariantnd hmotnds m,, =(E, + E,)* - (p, + p,)’ bude predstavo¥anahodnd
veliéinu charakterizujlicu nas experiment,gom jej odpovedajuci
pravdepodobnostny zakon nepozname
* Realiz4cie tejto nahodnej Wity sa ziskavaju opakovanim experimentu.
» Vysledkom experimentu je rozdelenig,

G.S. Bitsadze et al. / n-meson inclusive production
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Obr. 1: spektrum invariantnych hmotnosti yy-parov charakterizujuce dany yy-experiment



Predpoklad

Pozname rozliSenie nasho detektora, t.j. pozname zavislas o od hmotnosti M
rozpadajucej s&astice sa ngy.

Pozname hmotnasprvej &astice (’-mezon), teda pozname jemu zodpovedajlice
rozdelenie hustoty pravdepodobnosti invariantnej hmotmgsti

Nepozname hmotnasdruhej ¢astice (n—-mezdn) a teda ani jemu zodpovedajuce
rozdelenie hustoty pravdepodobnosti.

MozZné ulohy, ktoré ¢ treba rie&” metdbdami matematickej Statistiky:

1.

Prevern’ hypotézu, Ze prvou &asticou je TC-mezon—teda pre zname rozdelenie
hustoty pravdepodobnosti zistit nako I'ko je pravdepodobna hypotéza, Ze v
experimente sa realizuje rozdelemigzodpovedajicar’-mezonu.

. N&jq hustotu rozdelenia pravdepodobnosti pre druhu ¢asticu, teda najg’ zakon

pravdepodobnosti, ktory popisuje jej prejavenie sa \experimentePrakticky najst’
hmotnos skiimanejcastice , zodpovedajucurozdeleniam,,, ¢i sajedna o jednu
¢asicu a pod.

Poznamka VyS3Sie spominanyyy-experiment prakticky delime na 2 subexperimenty:
v ramci prvého (ny, < 300 MeV) sa rieSi uloha 1 av ramci druhého suexperimentu
(m,, >300 MeV) sarieSi Uloha 2. RieSenie problému si vyZaduje prija a testo vat
hypotézu o pozadi, t.j. o rozdeleni m, v pripade, Zey-kvanta nie su geneticky spojené
(nepochéadzaju zozpadu tej istej castice). Pozadie je mozné preskumanetédou MC,
vyuzijuc pritom aj moznagsteratného pristupu.



Niekol’ko pojmov...

Nahodny vybe

Predpokladajme, Ze urity experiment sme n-krat opakovali za tych istych
podmienok , a Ze sme ziskalin na sebe nezavislych pozorovaxi, . x, urcitej veliciny.
MézZeme ich povaZovd za realizacie urcitej nahodnej veltiny & charakterizujucej nas
pripad.

N-ticu (X 1, .. X, ) m&Zeme povazovd tieZ za realizaciu vektorovej nahodnej
premenneiE=( &,..., &), ktorej zloZzky & , i=1..n sU nezavislé a maju to isté rozdelenie
pravdepodobnosti ako ndhodna premegsadistribwenou funkciou F(x) charaktérujuca
zakladny subor.

Nahodny vektor (&,..., & ) sa nazyva jednoduchym ndhodnym vyberonzo
zakladného suboruN-tica hodnét ( x;, .. X, ) sa nazyva realizaciou tohoto nahodného
vyberu.

Vyberova funkcia.

Je to'ubovd’né redlna funkcia ndhodného vybe=tedag(é,..., &) - je to tieZ nahodnéa
velicina.

Doélezité vyberové funkcidlech nahodna premendana distribéna funkciuF(x) a nech
E(d) =a a D(§ = 6° Nech ==( &,..., &) je nahodny vyber o rozsaho ( >1) a nech

vyberova funkcia je:

- 1
a) 9, ¢, =¢ :EZE. , potom ju nazyvame vyberovym aritmetickym
i=1
2

g

priemerom pricom plati: E(§)=a, D)= n

1L —\2
— 2 —
b) h(flfn) =S _32(5 - 5) , potom ju nazyvamevyberovou disperziou
i=1
n-1
pricom plati: E(s’) = n [

Statisticky odhad

Vyberova funkciag(£i,..., &), ktord ma ta vlastnos, Ze parametre jej rozdelenia
suvisia s uréitym parametrom @zakladného suboru, nazyvamétatistickym odhadom
daného parametra.

Statisticky odhad, ktorého stredn& hodnota sa rovna hodnote odhadovaného
parametra sa nazyweodchylenym Statistickym odhadom




Kvantil.

Nech F(x) je distribéna funkcia spojitej nahodnej prementiajnech je danéislo
a [0(0,1). Ak gislo X je rieSenim pravdepodobnostnej rovnice:

F(x,)=a tj. P({<x,)=a (2.2),
potomx, nazyvare ax100 %nym kvantilom.

Testovanie hypotéz

Interval spd’ahlivosti pre odhad strednej hodnoty

Predpoklad:

experiment je charakterizovany nahodnou premengaainormalnym rozdelenim
N(x,a,0). Pritom pozname” (= g;’) aviak nepoznane.
Realizujmen-krat experiment s vysledkami x», ... Xy , potont

(X1, X2, ... Xn ) predstavuje realizaciu nahodného vyheee( &, &,..., &);

18 . S . , . .oz
X = EZ x; je realizacia vyberového aritmetického priemgru
i=1

Odhad strednej hodnty aje mo Zné urobi na zéklade realizacie & riesenim
pravdepodobnostnej rovnice:

P(|a—g?|2ka)=a (2.2)

kdea 0 (0,1) je dan&islo a adamek, .

Z (2) vyplyva: _
Pla-k, <& <a+k,)=1-a (2.2b)
U
o’ o’
N[a+ ka,a,—] - N(a— ka,a,—) =1-a (2.2c)
n n
U

g’ a
N|a+k,a—|=1-=
(a 0, n) 5 (2.2d)



k,+/n .a
N(J,O,l]_l-E (2.3)

Rovnica (2.3) predstavuje rovnicu pre-(2)x100% kvantil.

Ozme¢me si:
_k,+/n

1—% g
potom pre interval spolahlivosti pre parameter a s koeficientom spolahlivosti 1-a
dostavame:

u (2.4)

\?—4<ka:j%mh%

o (2.5)
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Obr. 2: Interval spdiahlivosti pre odhad parameteas koeficientom sg@hlivosti1-a



Odhad disperzie a jej interval sg@ahlivosti

Nech §?je neodchyleny odhad disperzie narggpremennef charakterizujiicej nas
experiment (zakladny subor), potom ndhodné premenna
p=(N-DF" & € -¢r
0.2 ) 0.2
ma rozdelenig” s (N-1) stupiami vd@’nosti (je tam N1 a nie N lebo premenrgs
viazané jednou podmienkoﬁ(:%ZN:{i ).

i=1

Interval spd’ahlivosti pre o°
=2 b
P{a<M < b} :J.F%(N_l)(x)dx: y

0.2

Z ¢oho vyplyva:
P{(N -5 _ 2 (N —1)§2} _y
b a
Teda spravdepodobnasu y sa disperzia® nachadza intervale
(N-1S* (N-1s?
()
Empiricka distribué¢na funkcia

Nech¢je nahodna premenng, (X) jej distribna funkcia ax;,..., X su jej nezavisle
realizacie. Ozriane siv(X) pocet realizacikg , pre ktoré platix, <x. Potomempiricka
distribu¢né funkcia je definovana nasledovne:
Vy (X)

FND(X) = NT

Je zrejme, Ze plati:
lim Fy(X) = F-(x) dokoncaF(x) = F,(x)

Teda empiricka distrikna funkcia dimite N— oo prechadza na:fx) (dokonca
rovnomerne kej konverguje).
Kritérium blizkosti F aF; .Ako kritérium blizkosti m6zeme potizozdelenie*- dévod

je nasledovny:

L [deND(x)—deg(x)J
w=NY 2 4

= [dF:(x)
A

Kde 4 i=1,..., L su intervaly, na ktoré sme rozbili obor hodnét realizacii ndhodnej
premenne§. Pre N . o nahodna premenné predstavuje*-rozdelenie -1 stugiami
vol'nosti.



Metdda najmensich Stvorcov

Pri analyze déat sa ¢asto stava, Ze mame model, ale nepozname jeho vSetky
parametre, teda forma hustoty rozdelenia pravdepodobnosti (h.r.p.) je zndme no
nepozname vsetky jej parametre. Napr. Skimana nahodna veli ¢ina ma normalne
rozdelenie, avSak nepozname jej strednu hodnotu resp. disperziu.

Predpokladajme, Ze bodochx ,..., X, sme merali nezavislé ndhodné ity vy, ,..., Yn
sdisperziamid? , i=1...n . Teda Xje dané (nezavisle premennd) § je nahodny vyber,
ktory chceme pouzi na odhad zavislostiE(y)=f(x). Nech teoreticky model predpoveda
zévislos f(x; @) kde 8 je stborL parametrov, ktoré chceme odhadn(i

Parametreéd sa najdu minimalizaciou nasledovnefireft

Ly, = Z(L(Xg’)j = min (2.6)

= g,

Vo vSeobecnosti merané veltiny mdzu by t skorelované. V tomto pripade vahovou
maticou (namiestt/a” v pripade nekorelovanych \&@ii) je inverzna kovartaa matica:

n

Lo =2V - fx.B)v iy - 1%.8) @7

i,j=1

alebo vo vektoovom formalizme:

Lso = (37_ F)T v Eﬂy_ F)

kde (2.8)
A f (%) of, of, oy |

- Y, - f (Xz) 022,1 022,2 Uzz,n

y= f = V =
yn f (Xn) _05,1 05,2 ot Uﬁ,n_

Podmienka minima, ktorej vyplyvajl rovnice prefadané parametée su:

Osg g Osa_, .. Oso_

(2.9)
26, 386, 36,




Priklad: Uvazujme vy3Sie spominayyexperiment. Invariantna hmotnoM,,

G.S. Bitsadze et al. / n-meson inclusive production
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Obr. 3: Spektrum invariantnych hmotnosti m,, danéhoyy-experimentu obsahujeyy-pary od
rozpadu 1¢, | a neskorelovanéyy-pary

geneticky spjenych kvanty patri bud’ T®-mezénu (normaline rozdelenie) aletpanezonu
(normélne rozdelenie). Invariantna N, geneticky nespojenych kvanty patri pozadiu
(gamma funkcia). N&S model (hypotéza) vyzera preto nasledovne:

f(x,0) =c, [G(xm,,0,)+c, B(xm,0,)+1-c,—-c,) T(xa,pB) (2.10)
Vektor parametrov : = (cl, c,,m,,0,,m,0,.q, ,8)
Nezavisle premenna x stredné hodnoty binov histogramu

Nezavisle ndhodné premenng:y obsah jednotlivych binov histogramu.

Disperzie n.py;: g’ =y,



Priklad: Predpokladajme linearny modd(X)=a+#ox) pre pripad suboru nekorelovanych
bodov: (xi,yi £4) i=1,...,.a

Potom
2
N . —(a+bx
LSQ = Z(MJ (2.11)
i1 (o8
Z rovnic:
oL oL
=0 a 2 -0 (2.12)
da ob
dostavame:
4 = S, S, —S.[S,
- s[5, -5, [5, (2.13)
- D
kde
1 Xi % [
8122? SXZZ? Sxx_z U-Z
(2.14)

: X. V.
5=Y2% s,=3%) pe=sm.-9

i O, i O

- . (a
Disperziu (varianciu) parametrov parametrov & (v uvedenom pripade & :£ J )

ziskame nasledovne;

V(6) =SV (y) B (2.15)
kde
da  oOa
—_ ayl ayn
STlab b (2.10)
ayl ayn

Konkrétne pre nas pripad:

- 1 Sxx - Sx
V@) =< (2.17)
S



Metdda maximalnej pravdepodobnosti

Princip: vyberame taku hypotézu, ktora davaajvasiu pravdepodobndgpozorovanym
udalostiam.

Uvazujme nadhodnl premennu so spojitou hp(xy/d) kde 0 je parameterx/@xdbéraziuje,
Ze sa jedna o podmienenu pravdepodobtiasat’ vysledokx pri hodnote parametraf).

Ak mame nahodny vyber o rozsamypotom mu prislicha h.r.p.:

P(Xy,e i X,) = ” p(x. |6) (2.18)

Hradany parameter@dma pri danych realizaciach xs,..., X , nasledovnu (podmienenut)
pravdepodobnad's

n

1(€1x) = ﬂ p(x% 16)

(2.19)
Log(l) =L = Log(p( |6)
i=1
Hodnota parametré sa ziskava podmienky maximh:
oL _ 0 (2.20)
06

Priklad:

Uskutaenili sme a n pokusov s vysledkami Xj,..., X o, pri ¢om ndhodnapremenné
charakterizujuca nas experiment ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti, gfdm
nepozname jeho strednd hodnotu a disperziu:

1 (x-p)*
X|p,0%) =———[exg ——E1 2.21
px| o) = 552 (2.21)
Pre logaritmicku pravdepodobndo vynechani normovacich fakio):
n|090'2 Z(Xi —,LI)Z
L=lo =- - 2.22
o) =—— o7 (2.22)
Na zaklade:
o _ 0 a aLz =0 (2.23)
ou 0o
dostavame:

g= 4 & =1 (2.24)



