3. Modelovanie rozdeleni ver: 23. 10. 2002

3.1 Rovnomerné rozdelenie

Zékladom modelovania je nahodna premennda o s rovnomernym rozdelenim pravdepo-

dobnosti v intervale (0,1):

I xe(0,])

pa(X)={O e (O.) (3.1)

Prechod k v§eobecnému pripadu, t.j. k ndhodnej premennej #'s rovhomernym rozdelenim

v intervale (a,b):
B=a+(b-a)a (3.2)

Podstata modelovania rovnomerného rozdelenim pravdepodobnosti v intervale (0,1):
Majme vel’ké celé Cislo P a postupnost’ {xx, k=0, 1, ..., }, ktoru sme dostali na zaklade

rekurntného vzt'ahu:

k-1
X, = Z;bj +x;,;+0 (modP) (3.3)
=

kde b; a @su celé (konstanty), potom pseudondhodna postupnost’:
a,,a,,a,, -+, kde o =x;/P (3.4

ma vlastnosti postupnosti realizacii ndhodnej premennej rovnomerne rozdelenej v (0,1).
Najjednoduchsi pripad:

k=1 a 6=0 x,,=b-x,

i+ 1

(mod P} i=0,1, - (3.5)



Vektorova nahodnd premennd s rovnomernym rozdelenim pravdepodobnosti v

intervale (a;,by) x(azb;) x... x (a;,by).

L IV NPT . K .
Takuto ndhodnu veli¢inu je moZzné realizovat’ na zéklade {0‘; }H , kde oy je rovnomerne

rozdelené v (0,1) :

-

B=[a,+(b,-a,)-a,++a,+(b -a,) a,] (3.6)
Realizdcia na pocitaci
CERNLIB: RNDM, RANLUX, RANVEC

Pouzitie
X = RNDM(V)

Resp.
Call RANLUX(xn,n) ! dimenzia pole xn musi byt > n.
Call RANVEC(xn,n)



3.2 O modelovani diskrétnej nahodnej premennej

Rovnomerné diskrétne rozdelenie. Majme nahodnll premennu @ s rovhomernym
rozdelenim v (0, 1), potom ndhodna premenna & = [a (n + 1)] ([..] je symbol celej Casti)

ma rovnomerné diskrétne rozdelenie:

pk=P(§=k)=L k=0,1,---.n (3.7)
n+1

Priklad: Ak n=1, potom &nadobuda hodnoty 0 a 1 s rovnakou pravdepodobnosl'ou
a charakterizuje ndhodny experiment ,,hadzanie mincou* resp. Bernulliho postupnost’
pokusov s parametrom 0.5.

Problém. Majme ndhodnu premennu B danu vzt'ahom:

) ) (k)
o o a
= + + +-, 3.8

kde a'® su nahodné premenné nadobudajiice hodnoty 0 a 1 s rovnakou
pravdepodobnosl’ou. Aké bude rozdelenie nahodnj premennej /? Premodelujte

a zdovodnite!

Geometrické rozdelenie. Nahodna premenna

§=[ln(lf—_ap)}, 0<p<l (3.9)
a a je nahodnt premennt s r.r.(0,1), ma geometrické rozdelenie pravdepodobnosti:
p,=P(E=k)y=p(I-p), k=0, 1, - (3.10)
Dokaz:
P& =k)= P{k Sln(lil—fp)< k+1} = P{—kln(]—p) <-lna< —(k+1)1n(1—p)}=

1 1 1 k+1 BN GES SRR S SRR 5 R
—P{(I_p)kSE<(1_p)k+z}—P{(1—p) <a<(-p'l=-p)-1-p)

=pI-p)



Vo vseobecnosti plati: Majme diskrétnu ndahodnit premennii £ nadobudajiicu hodnoty
{7} s pravdepodobnostami {p;}, i =1,2 ..., andhodnu premennil « srovnomernym
rozdelenim v (0,1), potom realizacie nahodnej premennej & dostaneme z realizacii a
nasledovne:

&= 1 , kde k je dané nerovnostou:

k-1 k

dYp;<a<d.p, . (3.11)

j=1 j=1

Geometricka interpretacia:

T Tp

p1 p2 pk pn

Obr. 1: Generovanie diskrétnej nahodnej premennej.



3.3 VSeobecné metédy modelovania

Jednorozmernd nahodnd premennad.
Majme ndhodni premennu & s distribu¢nou funkciou F(x) a nahodnu premenni a s

rovnomernym rozdelenim v (0, 1). Ak .’;" je rieSenim rovnice:
g'
de(x) =asE =F () (3.12)

potom & je rozdelena v sulade s distribuénou funkciou F(x), teda & =§ .

Dokaz:
& x
F.(x)=P{' <x}= P{ [aF(x)< | dF(x’)} = Pla < F(x)}=F(x),

teda & je rozdelena podla F(x).

Priklady

1. Doba Zivota mionu t:
Néahodna premenna t ma distribuént funkciu F(x)=1-exp(-4 x). Vychadzajuc z

rovnice (3.12) méame:

de (x) =F (1) = @ < rovnomerne rozdelené¢ v (0, 1)

—00

I-exp(-A7)=« = rz—%ln(l—a)

resp.
1

7=——In(x

a1 (@)

lebo /-« je ndhodnd premenna rovnomerne rozdelend v intervale ( 0,1 ).



Vektorova nahodna premenna.

Nech ndhodné premenné &, &, ..., & maja distribucnua funkciu F(x,Xx2...,Xx) @

F,(x)=P¢,<x))= ]I T TdF(xI,...,xk)= de; dez dekp(x;,xz,...xk)

jdx; Idxkp(xl,x;,...xk)
F,(x,,x,)=P(,<x,|x,)=7 -

2]

jdxz dekp(xl,xz,...xk)

(3.13)

| dx; p(x;,x,...x})
Fo(x;,x,,..x,)=P, <x, | X}5...X,_; )=

Idxkp(xl,xz,...xk)

potom veli¢iny &, &,..., £, ktoré su rieSenim postupnosti rovnic:

FI('f;)= a,
Fz(gzlaé:zl)z a,
(3.14)

Fk(§1’9§2'9512) =,

su rozdelené v sulade s funkciou F(x7,x2, ..., Xz).



Nech hustota pravdepodobnosti ndhodnej premennej & sa d4 vyjadrit’ vo forme radu:

f(x)= Z [ (x), kde f,(x)=0 anah. premennd « je rovnomerne rozdelena v (0,1).
k=1

Oznaéme si:

P = T fi(x) dx, D,(x)= ji f(@) dt,

(3.15)
k
a,=0, ak=2pi, k=1, 2,
i=1

potom nah. premenna &' =®;' (@ —a,_,) pri a,_,<a<a, mahustotu rozdelenia f{x).

Dékaz.  Funkcia F,(x)=®,(x)/p, je distribu¢nou funkciou. Preto pri podmienke

a, , <a<a, mnéhodna velicina F;’ ((a—ak_,)/ pk) méa podmienenti hustotu

pravdepodobnosti f,(x)/p, ( je zrejme, Ze pri splneni podmienky a, ,<a<a, je
nahodna veli¢ina (a -a,_, ) / p, rozdelend rovnomerne v (0, 1) ). AvSak evidentne plati:

F[&]=L®(al] o (aa, )=
Py Py Dy

Teda s pravdepodobnostou p; ma nahodna veliina

&' podmienenu hustotu
pravdepodobnosti £, (x)/p, . Odkial vyplyva:

Se(x)= ipk M = f(x) q.e.d.

k

Priklad. Relayho zakon molekularneho rozptylu svetla v atmosfére je popisany hustotou

pravdepodobnosti:  f(x) = %(1 + xz) -1<x<+1 (x=cos@).V tomto pripade:

f,(x)=%, fz(x)=%x2 —1< x<+1 . Odtial'to dostavame:
1 §0:—1 asé
4 3

a &= (3.16)
d)l(x)=§x+1) d)z(x)—%(x3+l) Bz-1)% a>>

A



3.4 Specialne metody modelovania

Majme nadhodnu premennt ¢ s hustotou pravdepodobnosti p(x) definovana v D = (a,b)

takq, Ze p(x) je v D ohraniena, t.J. pre kazdé xeD = p(x) <M.

M
8 —
o
To,M
0
' b
a a,(b-a)
X
Obr. 2: Generovanie nahodnej premennej so zloZitou hustotou pravdepodobnosti .
Generujme a; a a, kde @; je rovnomerne rozdelena na (0,1) a definujme :
x=a+(b-a),
(3.17)

y=a,M
ak y < p(x) = x je realizdcia & ak nie pokus opakujeme. Takymto sposobom
konstruované postupnost’ veli¢in x je postupnostou realizacii &.
Realizacia nahodnej veli¢iny &
1. generujeme nadhodny vektor (a-+Hb—a)a;, a2 M );
2. prvi komponentu povazujeme za realizaciu & ak druha komponenta spiiia podmienku

aM < px)



Dokaz:

Néhodny vektor (£5n) =( a+Hb—a)a;, az M ) je rovnomerne rozdeleny v (a,b) x(0,M). Ak
prejdeme k ndhodnému vektoru (&n) =(&,n) JooM < Pp(x), potom tento ndhodny vektor
je rovnomerne rozdeleny v oblasti G =(a,b) x (0, p(x) ) a jeho distribu¢na funkcia je

1 (x,y)eG
fr(x,p)= (3.18)
0 (x,»)¢G

Pre distribu¢nu funkciu & plati:

x p(t) x

F'(x)=P(£ < x)= jfdtT du- f,(t,u) = jdt j’ du=jp(t)dt=F(x)

g.ed.

Metoda rejekcie (odmietania)

Veta 1.Nech @(x)=@(x1,...,x,) je nezapornd funkcia definovana a integrovatelnd v
n-mernom kvadri D={a,<x,<b} a pritom @(x) < M pre kazdé xeD, kde M je
konstanta . Dalej nech (a;,...,a,', ) je vektorovd ndhodnd premennd s rovhomernym

rozdelenim v D a a je ndhodn4 premenna s rovhomernym rozdelenim v (0, 1), potom

hustota zodpovedajuca podmienenej pravdepodobnosti
Plaj<x,i=1...n | aM<o(,...a,)} (3.19)

je totoznd s c-@(xy,...,Xn) , kde ¢ je normovacia konstanta.



Dokaz:

[

Hustota pravdepodobnosti pre vektorovi ndhodnti premennu (a,,...,a,', ) j& CY(t1yenstn)
1 (t,,-,t,)eD

kde y je indikator oblasti D ( x(¢,,-+-,t,) = ). Pre vysSie zmienenu
(tl’”"tn) gD

podmienenu pravdepodobnost’ dostavame:

Pix,<a]<x;+0x3i=1.n | (@)= Ma}=

. N

¢ [ dr... [ at,[dty(t,t,: 0, t,)2Mt)= (3.20)
X; X, 0

xX;+0x; X, +0x,

¢ j di,... | dt, (.1,

Kde ,((tl,...tn: o(t,,.ut,) 2 Mt) je indikator mnoziny premennych ¢,,...,z, pre ktoré plati

nerovnost’ @(t,,...t,) = Mt . Analogicky:

¢’ = Tdt,... T dr,

S Cm—,

dt g (typent, 1@yt )2 ME) = [ dt,... [ dt,0(t),t,)  (3.21)

o0,

Algoritmus:

1. Generujeme n+/ ¢isel ay,...,a, a Gy
2. Ak n—tica a,...,0, ktoré spiia podmienku:
o(a,+(b,-a)a,,..a,+(b,-a)a,)2Ma,,,

3. konstruujeme & =a, +(b, —a,)a; prei=1I,...n

4. Ak nie — proceduru opakujeme.



Veta 2. Ak = je vektorova ndhodné premennd s hustotou pravdepodobnosti c@(xyy...,xn) v
oblasti D= {H (al.,b,.)} a & je pri kazdom & =(xj...,xn) rozdelend rovnomerne v
i=1
intervale [0, c@(x...,xn) ], potom ndhodny vektor (5&) je rovnomerne rozdeleny v
(n+1)—mernej oblasti definovanej nerovnostami:
a,<x,<b, ..,a,<x <b,

0<x,,<c - @p(x;5.,X,)"

Veta 3. Nech nahodna premennd 7 je funkciou ndhodného vektora (&, &, ..., &) ,
=f(&h,...,&) 2 @(xy,...,x,) je hustota rozdelenia ndhodného vektora (&, &, ..., &) potom
plati

P{Cﬁﬂﬁd}= J._U ¢(x19x29"'9xn) dx,...dx, (3.22)

cSf(xy,00x,)<d

Veta 4. Nech nahodné vektory (&y,..., &) a (11,..., 7,) maji hustoty rozdeleni pz(x1,..,Xn)
resp. paVi, -y a M = fi(&r...,&) (i=1,...,n) je zobrazenie s nenulovym jakobianom

o a(fl,...’fn)

, potom hustoty rozdelenia pza pgspliiaju vztah:
0x,---0x

n

pH(yn"',yn):pg(fl(xn---9xn)s"'afn(xn---axn))|¢| : (3~23)

Veta 5. Nech &; a & st nezdvislé ndhodné premenné s hustotami pravdepodobnosti p;(x)

resp. p2(x), potom hustota pravdepodobnosti p(y) sumy &; a & sa rovna konvolucii:

P = [ p,(y=x)- py(x)dx (3.24)



Modelovanie rovnomerného rozdelenia na povrchu sféry.

Zéakladna myslienka spociva v generovani bodov rovnomerne rozdelenych vnutri gule.
Potom sa n4jde priese¢nik (P) priamky vedenej vygenerovanym bodom z centra gule (O)
a povrchom gule. Takto najdené priesecniky st rovnomerne rozdelené po povrchu gule.

Jednotkové vektory leziace na spojnici OP vykazuju priestorovi izotropiu.
Algoritmus:

1. Generovat’ ndhodny vektor & = (071,072,073), kde @, =a,-0.5 (i=1,2,3)s0

nahodné veli¢iny s rovhomernym rozdelenim v intervale (-0.5, 0.5) (¢; je

rovnomerne rozdelené v (0,1) ).

2. Ak nahodny vektor@ spiiia podmienku:

a;,+a;+a;<1/4 (3.25),

teda odpovedajici bod sa nachadza vnutri gule s polomerom Y2, potom vytvorit

a.

1

— su smerové kosinusy
J&: +@: +a:

vektor: 7 = (2'1,1'2,2'3) ,kde 7, =

jednotkového vektora s izotropnym rozdelenim.

3. Ak nahodny vektor& nespiia podmienku (3.25) , opakovat’ body 1 a 2.



Uloha:

Modelovat rozpad
n(r) - yy
za predpokladu, Ze n(n”)-mezén sa rozpada v pokoji, hmotnost’ n(n°)-mezoénu je
my,=547.30 MeV (m,=134.98 MeV" ), rozpad mezonu je izotropny. Detektor (vid obr.1)
detekuje kvantd vy, ktorych smer vyletu zviera s osou z uhol mensi ako 45°. Rozpadajuci
sa mezon je lokalizovany v centre detektora (vid’ obr.1) .

1%

w/ElGeVl

e Energetické rozliSenie detektora je: & =
e Suradnicové rozliSenie je idealne.

Je treba ndjst’ spektrum invariantnych hmotnosti paru yy (my,) pochadzajicich z

rozpadu vyssie uvedeného mezonu.

Invariantna hmotnost’ m,, je definovana ako:

kde

(E,,B) i=1,2 st 4-hybnosti y-kvant.



Obr. 3: Detektor kvant gamma, oba segmenty detektora su kiZel’ovitym vysekom z

gulovej vrstvy (stena kiiZel’a zviera s osou z uhol 45°)
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