Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky.

Nahodny experiment: pre dany subor podmienok nie je mozné vopred urcit’ vysledok procesu.
Nahodny experiment je charakterizovany :

1) suuborom podmienok y,

2) priestor elementdrnych udalosti U, t.j. mnozinou vSetkych moznych vysledkov ndhodného
experimentu ,

3) pol’om ndahodnych udalosti A, t.j. uritou neprazdna triedou podmnozin U, ktoré budeme
nazyvat udalostami alebo javmi,

4) pravdepodobnost’ou P definovanouna A, t.j. nezdpornou funkciou, ktord kazdej udalosti

A € A priradi nezaporné ¢islo P(A) predstavujuce jej pravdepodobnost’ vyskytu.

Priklad: hod kockou
Subor podmienok: kocka je geometricky pravidelnd, jej steny su oznac¢ené bodmi od 1do 6 a

kocka dopada na tvrda podlozku .

Priestor elementarnych udalosti: U={ o, ,o,, ®,,n,, 0., ®, } , kde o, reprezentuje udalost’

padnutia i bodov.

Pole nahodnych udalosti : A ={ A, } , kde A, =, pre 1=1..6 a d’alej
A= padol nepéarny pocet bodov (A, = {o,, ®,, © }),
A= padol parny pocet bodov (A; ={ o, , ®,, ®, }),
A,=U (ista udalost)), A,=J (nemozna udalost’ ), atd’.
Celkové existuje 2° udalosti, t.j. podmnozin U. Vo vieobecnosti, ak priestor

elementarnych udalosti ma n prvkov ( kde 7 je kone¢né), potom celkovy pocet udalosti je 2".



Pravdepodobnost : Ak ista udalost’ obsahuje # moznych vysledkov a m z tychto vysledkov ma

za nasledok udalost’ A potom pravdepodobnost’ udalosti A je P(A)=m/n. Napr. : P(A))=1/6 ,
P(A,)=1/2 aP(U)=1.

Pole nahodnych udalosti A : Je to neprazdna trieda podmnoZin priestoru elementarnych
udalosti U, ktora ma nasledujice vlastnosti:
1) AkA €A ,potomA € A.

2) Ak A € A pren=1,2,... ,potom UAn € A (A je c—algebra)

n=1
Prvky pola A budeme nazyvat’ ndhodnymi udalost’ami.
Pozndmka. A’ je opatna alebo komplementarna udalost: A = U — A, teda je to mnozina tych

elementarnych udalosti, ktoré¢ patria do U ale nepatri do A.

Pravdepodobnost’ : Kazdej ndhodnej udalosti A € A je priradené nezéporné ¢islo P(A), ktoré

nazyvame pravdepodobnost'ou ndhodnej udalosti A, pritom plati:

a)  PU)=1

R 1
b AJ4) =3 A .

ak ndhodné udalosti A, , A, , ...,A, st po dvoch disjunktné (neprekryvaji sa).

Funkcia P(A) definuje na A pravdepodobnostnii mieru.

Pravdepodobnostny priestor (U, A, P):

KaZzdy nahodny experiment je charakterizovany suborom podmienok y a trojicou (U, A, P),

ktort budeme nazyvat’ pravdepodobnostnym priestorom.

Poznamka. Vyssie definovana pravdepodobnost’ je prirodzenym zovSeobecnenim nasledovnej
uvahy. Ak ndhodny experiment opakujeme n-krat , pritom m pokusov vedie k ndhodnej udalosti
A, potom tejto udalosti mozeme priradit’ ¢islo ha=m/n predstavujtce relativny vyskyt udalosti A.
Limita

.om
P(A) =lim—

n—o 1



sa nazyva pravdepodobnostou udalosti A a evidentne spifia podmienky (1).

Vlastnosti pravdepodobnosti.
1. Nech je dané P(A) pre kazdé AeA potom pre pravdepodobnost’ opacnej udalosti plati: P(A)) =
1-P(A).

2. Nech nahodné udalosti A, B su také, ze B < A, potom

a) P(A-B)=P(A)-P(B)

b) P(B)<P(A)
3. Nech A je 'ubovol'na nahodna udalost’, potom plati

0<PA)L 1.

4. Pre 'ubovol'né dve ndhodné udalosti A, B € A plati

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)

Podmienend pravdepodobnost’. Nech (U, A, P) je 'ubovolny pravdepodobnostny priestor a
nech B € A je nejakd ndhodna udalost’, pre ktora plati P(B) > 0. Potom mnozinova funkcia

P(ANB)

pB(A) = P(B)

definovana pre kazdé A e A je tiez pravdepodobnostnou mierou priestoru ( U, A).
Pravdepodobnostnti mieru pg(4) pre A € A nazyvame podmienenou pravdepodobnostou

nahodnej udalosti A vzh'adom na ndhodnu udalost’ B.

Nezavislé udalosti. Je zrejmé , Ze plati

(1) P(AmB) =P(B)-ps(A)
Délezity pripad nastane, ked’ pp(4)=P(A). Vtedy plati
(2) P(AnB)=P(A)-P(B).

Takéto udalosti ( spifiajuce (2) ) nazyvame nezavislymi udalostami.



Nahodnd premenna.

KaZdej elementarnej udalosti ® €U ma vyznam priradit’ redlne ¢islo (n—ticu ¢isel)
charakterizujtcich tato udalost’.

& U — E, (euklidovsky priestor)

Nahodnou veli¢inou (premennou) definovanou na pravdepodobnostnom priestore (U, A, P ) je
T'ubovolni realnu funkciu &(m) , kde @ €U, nadobtidajuca koneéné hodnoty a spiiajaca
podmienku:

mnozina { ® : §(w) <x (x je redlne)} patri do pol'a ndhodnych udalosti A .

(Hovorime , Ze {(w) je A—meratel'na funkcia.)

Iné definicia: via systém Borelovych mnoZin b.

Borelova mnozina: zdkladom su intervaly <a,b). Mnozina, ktora vznikne zjednotenim
spocitatelného poctu intervalov <a,b) patri do systéemu b. Da sa ukdzat, ze tento systéem obsahuje
aj vSetky uzavreté intervaly, Specidlne 1-bodové mnoZiny, vsetky spocitatelné mnozZiny a mnoho
inych. Nahodna velicina & zobrazi udalost’ A €A do nejakej Borelovej mnoZiny B €b.

Vo v§eobecnosti

& U — b, (systém Borelovych mnozin na E, ).
Lubovol'nt redlnu funkciu £(®) , kde @ €U, nadobudajuca kone¢né hodnoty nazyvame
nahodnou premennou na pravdepod. priestore (U, A, P ), ak pre 'ubovol'nu Borelovii mnozinu

Beb plati:

g'B)={ow:&w)eB}ecA.



Priklad 1: hod kockou

Priestor elementarnych udalosti U={ ®, , ®,, ®, , ®,, ®;, o } .
Definujme si funkciu &(w,) = . Je to ndhodna veli¢ina, lebo mnoZina
{ w: E(w) <x } € A, teda predstavuje udalost’ pre l'ubovol'né redlne x.
Napr.: {m:&(w)<2.7}={0ow,,0,} €A
{o:g(w)<4l}={0o,0,,0,,0,} €A
{w:¢(w)<1.0}=Fen
{m:E(w)<x(>6)} =UeAr

Priklad 2: rozpad mionu
Suibor podmienok v = v ¢ase t=0 mame nerozpadnuty mion.

Priestor elementarnych udalosti U={ o, ,te<0,0)} , kde elementarna udalost’
o, = mion sa rozpadol v Case ¢.
n . . . . . .
Pole nahodnych udalosti A = { Ua)(tl’ 1), o(t',th) , t' <t redlne } , kde
i=1

o(t,,t,) predstavuje udalost’ rozpadu miénu v ¢asovom intervale <t,t,) (pritom o(t,t+0) = o, ).

Pravdepodobnostna miera:
Plo(0,t)]=1-exp( -At)
kde ®(0,t) =rozpad midonu v Casovom intervale <0,t).
Nahodnu veli¢inu (w) si mdézeme definovat’ nasledovne:
&) =t
Tato veli¢ina je ndhodnou velicinou , lebo { m: {(®w) <x } = ®(0,x) € A.
Iny priklad:

E(w,) = t? je tieZ ndhodnou veli€¢inou , lebo { o: () <x } = ®(0,\x) € A



Distribucna funkcia.

Pre kazd(i ndhodnu veli¢inu &() je jednoznacne definovana distribucna funkcia

Fe(x) = P{ 0: &(w) <x } 2,
ktora je nezdpornou, neklesajicou a zl'ava spojitou funkciou takou, ze
F.(=0)=1lim F,(x)=0 a F(0o)=lmF,(x)=1 (3).

Priklad 1: hod kockou
U={o],00,03,04,05,04}, Ploy)=16pren=1..6, &(wy)=n potom

F:(x) =P{ o: {(w) <x } mozeme reprezentovat’ tabul'kou:

|x ‘1 |2 ‘3 ‘4 |5 ‘6 ‘>6

|Fg(x) ‘ 0 | 1/6 ‘ 1/3 ‘ 1/2 |2/3 ‘ 5/6 ‘ 1
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Priklad 2: rozpad mionu

U ={ of,te<0,0 } , kde elementarna udalost’ ®{ = mion sa rozpadol v Case ¢ .

Pravdepodobnostnd miera: P {w(0,t)}=1-exp( -At)

kde ®(0,t) =rozpad midonu v Casovom intervale <0,t).

Nahodna veli¢ina {(w) je definovana nasledovne: &(w¢) =t

KedZe { o: (o) <x } = ®(0,x) pre distribu¢nt funkciu dostadvame:

Fe(x) =P{o: {(w) <x } =P{ ®(0,x)} =1-exp( —Ax)

Hustota pravdepodobnosti.

dFdx) = Fx+dx) —Fgx) =P{ o: x <@ <x+dx} =P{dw}
Hustotou pravdepodobnosti je potom

dF,(x)

D¢ (x)= dx . (4)

Vztahom (4) je urcend hustota pravdepodobnosti pre spojiti nahodnu veliinu .
Pre diskrétnu ndhodnu velicinu plati:
p,=F(x,+0)-F(x,)
F(x)=2pk kdek :x, <x )
k

€ indukuje na systéme Borelovych mnozin mieru
72'{(—00,)6)} = F(x) alebo p(dx)=dF(x).
Vo v§eobecnosti mozno povedat’, ze nahodna veli¢ina & indukuje pravdepodobnostny priestor

(Ey, By, m):

& (U AP >(E,, By, n (6)



Stredna hodnota nahodnej veliciny:

E@©)= [ x.dF,(x)= [ x.p,(x).dx = [ &(@).P(dw) (7)

Pre diskrétnu nahodnu veli¢inu plati:

E) =) x.p, (8)

Ak £ je ndhodnou veli¢inou, potom je ndhodnou veli¢inou aj g(&), kde g je redlna funkcia. Nés

bude zaujimat’: g(& y=(¢— a)K

Veli¢inu p\=E[(E —a)K] nazyvame vSeobecnym momentom k—tého rddu vzhl'adom na konstantu

a.’

up = Ele-a)t ]= [(x-a) py(v)ax ©)

Ak a =0 potom v,=E[EK] nazgvame potiatoénym momentom k—tého radu. Ak a =E(&)=pu
potom w=E[(§ -E(§ K] nazyvame centralnym momentom k—tého radu. Centralny moment

2. radu pp nazgvame disperziou D(§ ) a veli¢inu o =VD(& ) smerodajnou odchylkou.
&

p, = DE) = E|(g-u) = T(x—u)zp;(x)dx (10)

Ak g(&)=exp(ité) potom @(t)=E[exp( it )] je charakteristickou funkciou ndhodnej premennej
& Dé sa ukazat, ze rozvoj charakteristickej funkcie v bode =0 vedie k radu, ktorého koeficienty

st momentmi ndhodnej veli€iny &.



o

Efexp(it¢)]= [explite)p, (x)dx

—00

1+1t_[xp€(x)dx+( J'x pg(x)dx+( J'x p(X)dx+- (11)

@(t)
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Vektorova nahodna velicina.

Ak ndhodnu elementarnu udalost’ charakterizujeme n—ticu realnych cisel a su splnené rovnaké

predpoklady ako v 1-rozmernom pripade, potom mame n—rozmernt (vektorovil) nahodnt

veli¢inu &= (£7,82,...,&p).
Pre n—rozmernu nahodnu veli¢inu & = (£7,&),...,&,) mozeme definovat’ kovarianéni maticu:
cov(§,-£) = E[(& - E@)) (& - E&))] (12a)
a veli¢inu
cov($,,¢,))
PGis6) = (12b)
VD(S)D(S)
korelaénym koeficientom.
Vlastnosti distribu¢nej funkcie pre n—rozmernti nahodnu velic¢inu & :

F(—0,%,,0,X,) = F(X,y0yX,_;,—0) =10

F(0,...,0) =1

(13)

Pre hustotu pravdepodobnosti analogicky ako v jedno rozmernom pripade plati:

dF,(x,,x,,"--x,)
dxdx, ---dx,

(14)

pf(xpxza"'xn):



