Niektoré typy rozdeleni pravdepodobnosti

Binomicka nahodna velicina

Nahodna premenna & ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti, ak pravdepodobnostna funkcia

ma tvar:

P(c=)) = (’;Jpj(l—p)"_’ neN ape(0,) (15

Priklad: Fotokonverzia.

Nech n fotonov dopada na fotokatddu fotonasobica. Fotdn ma nenulova pravdepodobnost’ p
konvertovat’ na fotoelektron. Pocet vytvorenych fotoelektronov je ndhodna veli¢ina
nadobudajuca hodnoty &=j, kde j=0,1,...,n.

Pravdepodobnost’ toho, ze j urcitych fotonov prekonvertuje a ostatné (n—) neprekonvertuju je:

, - (n
p'(1-p)~7 a ( J je pocet spdsobov kol'’kymi si mézeme vybrat’ j fotonov z celkového poctu (n)
J

fotonov.

Normovanie: Zn:Pn &E=)= z":[nJ pa-p)r’ =1
0 0o \J

Stredna hodnota: E(x) = Z](nj p'I-p)~7 =np (16)
0 J
. . L R . n—i
Disperzia: D(x)=>.(j—np)’| . |p’U-p)" =n.p(- p)
0 J



Binomial distribution
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Figure 1: Binomické rozdelenie pre rozne hodnoty N a p.



Poissonova nahodna velicina.

Néhodna premenna & ma Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti, ak pravdepodobnostna
funkcia ma tvar:

P(§=r)=Lp'(_’u) pre r=0,1,2,.. a u>0 (17)
r.

Priklad: Pocet rozpadov radioaktivnych jadier v urcitom casovom intervale.
Poissonovo rozdelenie je mozné dostat’ z binomického rozdelenia limitnym prechodom: n — o

a np —>u.
o0 _ ooﬂl‘ _
Pél=r)=e*) —=e*e’=1
rg? €=r Zo:r! (18)

E@Q)=p , DE)=u

Poisson distribution
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Figure 2: Poissonovo rozdelenie pre rozne stredné hodnoty



Ndahodnd premennd s exponencidalnym rozdelenim pravdepodobnosti

Je to diskétna nahodna premenna & ktord ma nasledovné rozdelenie pravdepodobnosti:
Pmy=—ep[-L|, E®=N, D(&)=N 19
g(n)—NeXp N (&)=N, $)= (19)

Takéato ndhodné premenna popisuje jav elektronovej laviny v plynovych detektoroch, teda
popisuje pocet elektron-idonovych parov iniciovanych jednym elektrénom primarnej ionizacie.
Poznamka. Plati to za predpokladu, Ze koeficient plynového zosilnenia N je vel'ké (N > 1)

a energia ziskana elektronom od elektrického pola je ovel'a vdc¢sia ako strednd ioniza¢na energia.

Spojitd nahodnd premennd s obdlznikovym rozdelenim pravdepodobnosti

Je to nahodna premenna, ktorej hustota pravdep. je dand vzt'ahom:

0 x<a
1
= - ’b
P=) s xeh)
0 xz2b
(19)
0 x<a
F(x)= (x-a) x € (a,b)
(b-a) ’
0 x2b
, b+a
Stredna hodnota: E(¢)= 5
) ) (b-a)’
Disperzia: D(&) =—
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Nahodna premenna s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti

Je to ndhodné premenna s nasledovnym rozdelenim:

_(x=a)’

1 >
p(x)= e *  xe&(-w,0)
N2mo
1 X _(x_a)z
F(x)= e 2 S F(+o)=1 (20)
\27wo _J;,
Stredné hodnota a disperzia:
E(C)=a , D) =o" @2y

Néhodna velic¢ina s distribu¢nou funkciou (resp. hustotou pravdepodobnosti) (20) sa tiez
nazyva ndhodnou veli¢inou s Gaussovym rozdelenim.
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Vektorova nahodna veli¢ina s normalnym rozdelenim.

Majme n—rozmernti nahodnu veli¢inu = =(¢,,¢&,,...,&,) kde & (i=1....,n) su nezavislé
nahodné veli¢iny s normalnym rozdelenim, pri¢om plati:
E()=a, , D(&)=o0] i=1,.,n

V tomto pripade kovarian¢nd matica ma nasledovny tvar:

c; 0 0 0
A=00'220 0
0 0 0 o

Pre hustotu pravdepodobnosti plati

P(X,yenX,) = +exp {—liw}

) []o, 2 o
i (22)
= . ! - exp[—%(i—ﬁ)A"(i—ﬁ)T]
(27)? (det A)?

Kde X =(x,,..., x,), @ =(a,, a,) a T je symbol transponovania.
Druha cast’ vyrazu (22) plati aj vo vSeobecnosti, teda v pripade, ze &,,..., £, nie su nezavislé (A

je nediagonalna).



Nahodna premenna s Gamma-rozdelenim pravdepodobnosti

Je to ndhodna veliCina, ktorej hustota pravdepodobnosti je

1 _x
pxa,f)y=—"—7x"-e”’ (23)
le)- p

kde I'(x) = _[ y“'.edy jetzv. Gamma-funkcia s vlastnostami:
0
INa)=(a-1)-T(a—1) and I'(n+1)=mn! pre n celé.
Cvicenie: Ukazte, Ze v pripade I'-rozdelenia stredna hodnota a disperzia su:

E)=a-p D&=a-p’ (24)
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Figure 4: Gamma rozdelenie pre «=0.5,1,1.5,2,2.5,3 a5



Nahodna premenna s Cauchyho rozdelenim pravdepodobnosti

Je to ndhodna velicina, ktorej hustota pravdepodobnosti je:

p)=—o

. 25
7 1+x° (25)

Zodpoveda to nasledovnej situacie: majme piStol’ umiestnent vo vzdialenosti / m od steny
rotujucu konstantnou uhlovou rychlostou a striel’ajucu raz za oto¢ku v smere dopredu.

V tom pripade:
V4 V4
0)=do -—<0<—
p(@) /ﬂ ( 5 2j

kde @ je uhol strelby a ked’ze plati: @ = Arctan(x)  d@ =dx/(1+x”) dostavame:

p(x)dxzﬁzl- lz-dx
T 7w l+x

Cauchyho rozdelenie ma nulovu strednt hodnotu nekonecnu disperziu! Dokazte!



Nzhodna premenni s 5’ -rozdelenim pravdepodobnosti

Je to ndhodna veliCina, ktorej hustota pravdepodobnosti je:

p z(x) . xk/Z—I . e—x/Z (26)

1
22T M P(k)2)

Je to $pecialny pripad I'-rozdelenia s a=k/2 a f=2. Odpoveda nahodnej veli¢ine %, ktora je
sumou k §tvorcov ndhodnych premennych 7; (i=1,..,k) s normalnym rozdelenim (N(0,1)):

k
2= (27)
i=1

Hra dolezitu ulohu pri testoch hypotéz!

Pre strednti hodnotu a disperziu plati (dokéazte to):  E(y’)=k D(y’)=2k
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Figure 5: Rozdelenie xz pre rozny pocet stupnov vol’'nosti



Centralna limitna veta.

Pre nahodnu veli¢inu £ so strednou hodnotou a (< ) a disperziou o’ (< ) plati CebySevova
nerovnost’:

PQg—a|2k-a)gk—12 (28)
Dékaz:
ol = T(x—a)z - p(x)dx
= [ al podcs j( 4P p(ode+ j( _al p(ds
> a_jko(x —a) - p(x)dx + ]O (x—a) - p(x)dx

Avsak pre vSetky x v uvedenych intervaloch plati: (x - a)2 > (ko)’.
Teda dostavame:

o’ > (ka)z-{a_fa p(x)dx + T p(x)dx}

Cim je Cebysevova nerovnost’ dokazana, lebo integral v poslednej nerovnosti predstavuje
pravdepodobnost’, ze |§ - a| > ko.

Nech &,,..., &, st nezavislé ndhodné velic¢iny s rovnakym rozdelenim a pritom
E()=a( < o), D)= oc’(< o) k=1,..,n,oznaéme si

1 n
n zzgé

potom pre 'ubovolné g kladné plati:

2
O

———0

n—»0

1. P(n-d)e)<—
ne

Néhodna veli¢ina 7 konverguje k a (vyplyva z Cebysevovej nerovnosti).

2. Rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny 7 je v asymptotike (n— o) normalne s disperziou
o’/n a strednou hodnotou a (centrdlna limitnd veta)



Centralna limitna veta graficky.

Large Number Theorem
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Figure 6: Na vrchnom obréazku su rozdelenia dvoch ndhodnych premennych. Na grafoch pod
nimi su rozdelenia aritmetickych priemerov tychto n.p. pre r6zne pocty s¢itancov (v tychto
priemeroch).
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