Spinoroveé pole. Diracova rovnica ver 23. 11. 2007

Diracova rovnica nam popisuje klasické spinorovie pktorého kvantami stastice
so spinom ¥ . Analogicky ako fotény su kvantamkgtemagnetického ga. Takéto

castice (s = %) charakterizujeme :
x=(t,%), p=(Ep) s(=-%%) e
%/—/

néaboj

4-vektorpolohy 4-hybnos’ projekciaspinu
Forma DR:
(iy“a, -m)w(x) =0 (1a)
iaﬂlﬁ(x) % +m¢(x) =0 (1b)
kde
1 0 0O o
)= 7= 9,=(0,,0) 2)
0 - -0 0

Yx) je 4-komponentny spinor & = W*)°je dirakovsky zdruZeny spinor a

o E(al,az,ag) su Pauliho matice (di. Doplnok A).

Pradova hustota a rovnica kontinuity

Prudové hustota pkeasticu so spinom %2 a nabojeraje dana véahom:
jH(x)=-e¥(x) y*¥(x) 3)
A plati prei rovnica kontinuity:
9,j"(x)=0 (4)
RieSenie DR pre @m0 ¢asticu s hybna®u p a spinom 1/2 je mozné vyjadri
v tvare
¥5(x) = u(p)exp(=ipx) ®)

Kde 4-komponentny spinar(p) spia rovnicu

(*p, -m)u(p)=0 (6)

Pre vd'nucasticu s hybna®u p marovnica (6% nezavislé rieSenia :

dve rieSenia E > 0a dve rieSeniak <0



RieSenia s kladnou energiqu € E > 0):

| " 1 0
u(l)(r)) =N a_m " i = 12 ¢(1) - ¢(2) = (7a)
E+m 0 1

RieSenia so zapornou energigg$£ —E <0):
—0‘|35 (i)
. 1 0
uW(@) =Nl E+m”X | i=34 x@ {o) X“”:(J (7b)
X"

Kde N je normovacia konstanta (udava huststic — v’. (3)).

Interpretacia rieSenia: v stave s hyhimas p nadobuda&astica energidtke

(: P2+ mz) ( —E zodpoveda antastici), pritom v oboch pripadoch spin méze& by

orientovany v smere pohyk#astice alebo proti nemu.
O rieSeniach DR

Prvé 2 rieseniad™? (P)e™ P* popisuju elektrén s energidia hybnogou P.
Druhé 2 rie§eniaJ(3’4)(f)) e ' PX g0 zapornou energiou zodpovedaju pozitronu
Avsak pozitrén s energiol a hybnogou P bude popisany rieSenim pre elektron s
- a - P, preto plati

uG (-p)e” (-p)x = (2D (p)e'P 7.1
Zmena poradia indexo\3,4) - (2,1)vyplyva z toho, Ze zmena smeru spinu
a hybnosti nemeni Spiralndé (1/2) 6 Op ). KedZe zmena poradia indexov meni
smer spinu, positron bude thaproti elektrénu nielen éau hybnos ale aj spin (ak

urobime zamenu 32 a 4- 1), teda oba budd marovnakym spésobom definovanu

Spiralnos (helicitu).
DR pre spinoryu(p) av(p) zjavne plati:

(b-mum=0, (Prm D= 0kde "By p (72)



Normovaniespinorovych funkcii ma vyznam precenie vzahu medzi &innym
prierezom a amplitidou procesevyéajne sa robi na

e 1 casticu v jednotkovom objeme

e 2Ecastic v jednotkovom objeme,

Co vedie k nasledovnym hodnotam normovacej konstsinty

[ pv=fow av=uu=l . NTYEIT 73)
= =u'u= - .
unitvol 1 N =\/E+m/\/ﬁ

Vztahy Uplnosti. Tieto vza’ahy su vémi dblezité pri vypote amplitad:

2 u9(pu¥(p=p+m

s=12

2 VOPVI(Pp=Tp-m

s=12

(7.4)

Weylova reprezentaciay-matic a rieSenia DR

Struktaray-matic v tejto reprezentaci je nasledovna:

01 , 0 -o0 1 0
10 g O 0 -1

Funkcia pda si zapiSeme:

Yr
=" 79
Y.

Kde ¢, ay, su 2-komponentné spinory.
DR ma v tomto pripade tvar:
—-m R, +0 0P\ ¢Yr
(p,-mp=0 = ) =0, (7.7)
Po—0LP -m Y,
a dava nasledovné rieSenia:

g, =R IRy,



Zaujimavym je pripadm =0. V tomto pripadg/, a ¢, su vlastnymi stavmg -
operatora (Umerny projekcii spinu do smeru pohybu):
a-Ebl//R =pYr a 55@% =-py.

V relativistickompripade plati
W, je vekeé (> ) pred >0 ap, >0

Y. je veké (¢, >yy) pred <0 ap, >0

V ultrarelativistickom pripade j& [(p/ p, =g Op operatorom $piralnosti a indexy R a

L sa vz’ahuju na pravé respavé rieSenie DR.

Interakcia ¢astice so spinom Y2 s el-mag pom

Rovnicu pre pohybastice so spinom %2 v el-mag poli dostaneme z Dugjc
rovnice zamenoup” - p* —QeA, kdeQ je nabojcastice vyjadreny
v elementarnych nabojochk)(( pre elektrérQ = -1). Pre elektron dostavame:
(v -mlg=yVg, yV=-g, A (8)

Y je vydelené ¥/, aby sme pri prechode k nerelativistickému pripathstali
Schrodingerovu rovnicu. Rovnicu (8) rieSime, analkyg ako v pripadéastice so
spinom 0, pouzitim poruchovej metody.

RieSenie v prvom rade poruchovej tedrie predetnajeine na pripadew-

rozptylu.

Rozptyley - e
UvaZujme rozptyl es 4-hybnogouk na midne so 4-hybntsu p (vid’. Obr.
1). Poruchova metoda pre elemnet prechoduiapmného do do kormého stavu
davaT, =-i j W (xXV (X)) dx = i j ()@, (Y, A“(X)dx.

Ked’ sa na problém divame tak, Ze elektrén sa rdmjgyw poli potencialu

vytvoreného miononpre eu-rozptylu dostavame:



ke Pasiatosny stav: |i) =|ks,, ps,)

's2)

Konexny stav: | f)=

Amplitada prechodu:

==if] ‘e>(x)(——}(m)(x)dx =

9)
=-i(2n) 0¥k +p-k'-p) M,
1 kde
A g §
Psl‘ PS5 J(I) nylﬂ——euyue( -»)
Obr. 1 Rozptyl elektronu na mione
Pritom amplitddavis ( po dosadeni vyrazu pre prad do (9)) je:
L 1
M, =—-€"u(k', ) V”U(k,si)Elq—zErL( P, $) v, U ps (10)

A budeme sa zaujinia nepolarizovanydinny prierez, t.j. budeme predpokla@dae

v paciatocnom stave bude elektrén a mion s rovnakou pravdspuatou nadobuda
. . . 2 . . e .
obe hodnoty projekcie splnu‘m ﬁ‘ spriemerujeme cez @iatocné a presumujeme

cez konéné spinove stavy.

\Mﬂ\ = IZI]_‘"’ L(m (11)

(el) —uv

Kde

L = ZJ(k',s'l)y“u(k,sl)[QTJ(K, ) uk §))*
2¢S (12)

=%Tr[(l€'+m) y"(lZ+m) y"], k=k,
Skutaine plati(ui =u(k,s)) au, = u(k', q)), Ze
(Tyu) =(uwyru) =wy Yy =gy =gyy

lebo y**y° = y°y’ (vid. vlastnostiy-matic) .



L =2 ;af “, Py, =—;§afyﬂ(l€+m)y"uf -
__Z U ( (k+m)y") uf == g(uf ( (k+m)y")
—(k'+m) ( (k+m)y") —Tr[(k'+m) (k+ m)y”]

(12)

Kde sme vyuzili vahy Uplnosti) u T = K+
$=12

Analogicky vyraz plati preL{j" . Pre vypd@et amplitiidy procesu je treba vyfitar

stopy s@inu y-matic.

=2 [y iy | = e [y 1 T ] a9

VyuZzijuc vztahy pre stopy-matic (vid’ doplnok A):
Tty ]=2(g g - P g+ ¢ ¢%), Ty ]= 2¢

dostavame:

L =2(k'“k" = (k' K) g™ + K"Kk + m? g ) (14)
A Uplne analogicky pre miénovy tenzor dostdvame

Loy =2(p“p = (POp) ¢ + ¢ B+ M ¢) (15)

Co na zéklade (11) vedie k vysledku
M =25 e o) op)+ (BN ) =m0} - (ke )+ 2] a)

kdem (M) je hmotnos elektrénu (mionu).

Recept na zostavenie amplitudy

Amplitidu gu-rozptylu si méZeme vyjadtinasledovne:

g'uv

M, =—a(k"s)(-iey*)utk,s)B=200(8, ) (-ig*) U ps) (A7)



Ak jednotlivym castiam diagramuegsrozptylu priradime faktory ako je ukazané na

obr.2, potom amplitidu proce$ahko najdeme.

W (L, 5,) i

NJ(P_:Z’L) LU(P’; ng)

Teda pre konStrukciu anplitudy potrebujeme prifadi
Interalkény vertex = —iey,
Vstupnacastica so spinom % = u(p, )
Vystupnécastica so spinom %2 = U(p, S)

—ig”"

Propagator fotonu =>—
q

Rozptyl ep” - € v laboratornej sustave

UvaZujme ey rozptyl v laboratornej sustave (LS) — ako je ukézaaObr.3.



V LS je mion v Kude: p= (M ,6) ,

pozname pohybovy stav incidentného
eIektrénu(E,lZ) a experimentalne

meriame energiu vystupného elektronu

(E’) a uhol jeho odklonu od pévodného
smeru @).

Obr. 3: Rozptyleu v laboratornej sustave

Ked’ vychadzame zo vSeobecnej formuly prerozptyl (16) a zanedbandeny
Umerném? ( m=hmotnos elektrénu) a pouzijeme pribliZzenie:

14

q> = -2k [k' = —2EE’' (1- cosf) = ~4EE’ [3in : (18)
A pre kvadrat modulu amplitidys mame:
e 2
M, = =% om2eEcog ¥ - 9 ginzf (19)
q* 2 2M 2

Pre &inny prierez dostavame:

r\2 2 2
do (208 | (g8 & GOl (20)
dE'dQ g 2 2M 2 oM

kde a=e*/4m v=E-E.

Alebo kel nas zaujima iba uhol rozptylu elektronu :

2 2
do__a F cos.2 . smzﬁ (21)
dQ 40 E 2 2M 2
2

4E?sin

Formuly pre dinny prierez bodového rozptylu (20) a (21) slinaedolezité, pretoze
odklon od zakona bodoveho rozptylu poukazuje namros nebodovej Struktary,

teda poskytuje informéaciu o Strukture.

Poznamka Ak by sme namiesto midénu zobrali bodaiasticu so spinom 0, potom

pre &inny prierez rozptylu elektronu na uh8je:

do _ @’

de

(22)
4E?sin* = 9
2



z porovnania viahov (21) a (22) je zrejme, Zk=n obsahujici sfi@2 v (21) vznika

v dosledku rozptylu elektrénu na spine (magnetickoomente) mionu.
Porovnanie rozptylwastice so spinom 0 a ¥2

Amplitada rozptylu je v v oboch pripadoch dana igtym vza’ahom:
Ty =i [dxj; () A#(x)
Rozdiel je v Straktdre el-mag. tok{lastice so spinom 0 interaguju s el-magjgm

vyluéne prostrednictvom nabogea Struktira toku (prechatstice zo stavg ; do

stavugy) je

is)=eNN(p +p,) @™ (23)
V pripadecastice so spinom ¥z je Strukura toku nasledovna:
J:ll (x) =—eu, y*u, e™™ (24)

Pouzijuc Gordonov rozvoj:

—el, yHu, = €U, [(pf ;mpi)n i U;::v Jui , by e :Lz(yﬂyv _yvy,u) (25)

vidime, Ze v pripad&astice so spinom % je okrem interakcie prostredafntnaboja
~(prtpi) je pritomna aj interakcia zodpovedajétenu o#“q,. Tentoclen popisuje

interakciu prostrednictvom magnetického momentktelau:

e e =
f=-—F=-g—S 26
H== 95 (26)

Kde S =gd/2ag=2je gyromagneticky faktor.
Teda elektrondastica so spinom 1/2) interaguje s el-maltppo nielen

prostrednictvom naboja ale tieZ prostrednictvommatigkého momentu !

PoznamkaPre pochopenie toho, Ze drutign v (25) predstavuje interakciu
magnetického momentu je si treba uvedomi

* (, =0 vdosledku zachovania energig,(=E, )

0 o"
« brar len vrchné komponenty funkgfi' (x) (= u' (p)explip, x )) ay' (x).

k
) o 0
« priestorovacas’ g”'je o’ =£”k[ J i,j=123



Doplnok A: Algebraymatic - zakladné vlastnospmatic

Fundamentélny anti-komutator:

{y”,y"}= 29, g* =metrickytenzor (A.1)
y-matice v Standardnej reprezentacii:
0 1 O v O a- 0,,1,,2,,3 0 1
y = y= Vs Elyyyy = (A.2)
0 - -0 0 10
Kde

0 1 0 -i 1 0
=(o,0,0,) , al=( ] az={ J 03={ J (A.3)
10 i 0 0 -1

Z definicie)s resp. z explicitného vyjadrenia vyplyva:
{ropit=0,  yi=1 (A.4)
A tiez plati:
+ 1 parnekombinécie 0,1,2,3
A Eieﬂvmy”y"y”y", €00 =1~ 1 neparn&ombinacie0,1,2,3  (A.5)
0 2aviaczhodychindexov

Pri vypaite Fenmannovych diagramov je tretaesto vyuzf nasledovné&lastnosti

Stop swinov ymatic
T (rv)
Ti(ryry) = 4le*gT g7 - ¢ ¢ ]
T (1, ”y"y"y") = 4igmvoe
Tr (v y”) 0

Tr {yﬂ y”] =
neparné

a platia vzahy @=a,y*):
vyt =4

49

(A.6)

y,aby* = 4al (A7)

ab = 2(ab) - ba



Doplnok B: Gordonov rozvoj

Elektromagneticky prad sposobeny prechodom elektainstavdi) do stavul f )

Je mozné rozloZina 2 komponenty:

R T—— {(pf + pi)u —i o™q, Ju

2m 2m '

kde o =5y - y'y*).
Vychadzajme z

iU, (a-/”qv)ui =-1T, (y“y" - V”V“)Ua

A A
a4y (p)u —2uv4(p),u,
Vs A

Vyrazy V, a V; méZemdahko uprauw pouZzitim Diracovej rovnice:
V, =10, p, y¥u, =imu, y*u, (Uf P, = me)
V, =iu, ¥ pu, =imu, yHu, (pu, =mu,)
Pre vyrazy \{ a V, je treba poufi: y*y" +y'y* =2g*
V, =-1U; (— y'y*+ 2g‘“’Xpf )Vui =%Ufy"(pf )Vy"ui -U, pfu. =
= Imu,;y*u, -u; pfu,
V, =-3U, (_yﬂyv +29’”Xpi )vui =3U; yﬂ(pi )uyvui —U; pf'u;, =
= Imu,y*u, -u; pfu,
Teda pre B.2 na zaklade (A3-6) dostavame:
Ufia“"(pf -p )., =V, +V, +V, +V, =2mu, y*u. -u, (pi +p, )‘“ui

Z ¢oho dostavame (B.1)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)



Elektromagnetické pole - foton

Pohybovymi rovnicami elmag fa su Maxwellové rovnice:
,F*=j" a a,F*=0 (1)
Kde
~ 1
F& =-e"PF ),

0 -E, -E, -E,

EL 0 -B, B )
1 3 2

E, B, 0 -B,

E, -B, B, O

Fa =grAY —9"A¥ =

F #je tenzor elmag pga, A¥ = (¢,A) je 4-potencial & *je dualny tenzor elmag
pola.
Explicitné vyjadrenieF #¥ vedie k Maxwellovej rovnici pre 4-potencial:

"0, A¥ -a#(a, A" )= j# 3)
alebo

(g”"aja‘ —6”0") A = j* (4)
Potenciala” vykazuje kalibranu slobodu, ktora sgéva v tom, Ze fyzikalne s
meraténé intenzita elektrického a magnetickéhdgyE respB , ktoré si definované

nasledovne:

E=-—-0¢, B=0OxA (5)

— -

Veliciny E, B sa nezmenia, ak urobime kalitmé transformaciu 4-potencialf"

A, - A=A +0,x (6)
kde x je 'ubovd’na funkcia diferencovatea v 2. derivaciach. Teda cela trieda
potencialov vedie k tej istej konfiguracii elmag’poTo nam umatuje vybra® A¥
tak, Ze plati:

0", A*=j# pri 9,A*=0 (7)

\_ﬂ/_—J
Lorentzovapodmienka

Doplnkové slobodaAk potencialA” sdia Lorentzovu podmienku nie je touto

podmienkou ufeny jednoznéne. Ak prejdeme k inému potencialu



A, A=A+, (8)
kde A spina podmienkud ,0“ /A =0. Je jasne, Ze ak, spia Lorentzovu podmienku,
potom ju sfia aj A;,. Teda aj po splneni Lorentzovej podmienky je gét@og’ vo
vybere pre popis elmag Pen
UvaZujme teraz elektromagnetické pole bez nabojowgtojov (vdné pole - viny
foton)

9,0"A, =0 ()
RieSenie pre Mné pole je:
A#(x) = £#(q) [exp(-igx) (10)

kde g je 4-vektor polarizacie @4-hybnos unasana giom (fotbnom).
Délezité momenty:
 Preriesenie (10) z (9) vyplyva® = 0, ¢o odpoveda nulovej hmotnosti foténu.
* Lorentzova podmienkayf, £=0) a doplnkova sloboda (8) umaju vybra’

potencialA¥ tak, Ze pre vektor polarizacie bude platy = 0a teda plati:

Elg=0 (11)

Elektromagnetické pole je polarizované pnie a vektor polarizacie ma dve nezavislé
komponenty, t.j. baza vektora polarizacie obsaBugementy M, A= 12

Vo vSeobecnosti je Yoé elmag pole popisané potencialom:

A= £V (@) ol (@e™ +a)" (@)e™) (12)

)

kde q=(w, §) a dvagleny v (...) zodpovedajd rieSeniu s kladnou a z&aperno

energiou (frekvenciou)q® = i\/CTZ =tw (tedawje definované kladne).



Energia elektromagnetického ptia

< Sfosder s douda ) oeal -

) e o (14)
_w( d% al”(g)a” (g) +a}”(d)a’(q)
) ;I (2ny m%{ 20 J

0

kde ;- predstavuje hustotu fotonovify s energiou (frekvenciOLc))=|€]| VvV systéme
O

elektromagnetického pa.

Zéaver.Elektromagnetické pole je mozné interpretbva
« ProstrednictvonE aB (intenzita elektrického a magnetickéhd'@p

* Ako systém fotonov (kvant fia).



