O propagatoroch ver. 9. 11. 2002

Propagator popisuje Sirenie virtualn&stice, t.j. castice, ktord sa nenachadza na
hmotnostnej hyperploch@? # m?. V diagramoch im odpovedaji vnatorn&ary

(vid’.obr.1).

Propagéator fotont aq

Obr. 1: Propagator foténu (hybnog¢ q)
Virtualnou ¢asticou moéze ki nielen fotdn, ale afubovd’na inacéastica. Ako priklad

méZeme uvieselektron v pripade Comptonovho efektu (obr. 2).

Propagator elektronu

Obr. 2: Comptonov efekt - propagator elektronu



Ako najst’ propagator?

Je to inverzny operator k operatoru pohybovej roerdastice (Lagrangeova rovnica
pola, ktorého kvantom je dar@stica) vp-reprezentacii (priestor hybnosti) Aplikujeme
tento recept n&astice s roznym spinom.

Propagatorc¢astice so spinom O.

Pohybova rovnica preéasticu saspinom Ov poli potencialw je:
(0,0 +m?)p=-ivg
KedZe operéator 4-hybnosti jp* =—-id* pre propagator dostavame:

1 i
i(— pz+m2)_ pz_mz

(1)

Propagéatoréastice so spinom Y.

Precasticu so spinom %2 v poli potencidy plati:
=i (p”yﬂ - m)l// =iey, A¥
Teda propagétor je:

1 =i(|5+m)
-=i(p-m) p*-m?

Propagator foténu ( spin 1 a m=0).

p=phy, 2

Pohybova (vinova) rovnica pre fotdn:

(gﬂvapap —a”aV)A,, = j#

Najprv je treba zbaviA, kalibratnej slobody, lebo operatog”'d ,0” —9#8" nema
inverzny operator: aplikaciou Lorentzovej podmigrk, A* =0. To vedie k:
gﬂvapapAv =¥

Co vedie k propagatorwgy e 4-hybnos fotonu): i— g;,,, (3)
q

Propagator¢astice so spinom 1 a #0

Pohybovl rovnicu pre VYou casticu sS=1 a mz0 dostaneme zrovnice pre foton

zédmenoud ,0* - 9,0 +m?, teda



(9" (0,07 +m?)-043")B, =0

= propagator: i(g”" (— p’ + m2)+ p* p¥ )'1 = —
Greenova funkcia a propagator

Definicia. Greenova funkcia je odozva na bodovy jednotkodi§oz UvaZzujme pohyb

elektronu v el. mag. poli:

(i y,0" - m)t// =-ey, A¥ (5)
Prava strana rovnice (5) predstavuje zdrojovu dunlelektron-positronového pa.
Problém pohybu elektronu v pdi, je mozné vyriesitak, Ze najprv rieSime:

(iy,04 -m)e. (x-x")=3*(x-x) (6)
Kde G. (x—x")je odozva (vina) v bode od bodového jednotkového zdroja v bode
RieSenie rovnice (5) mdzeme vyjatako:

W(x)=-efd"x'G (x = x) [y, A*(X') ()

Greenovu funkcilGg hradame vo forme Fourierovho rozvoja:

G (x =) =" [d*pLB; (p)e ™™ ®

(2m)*

Po dosadeni do (6) a vyjadreni Fourierovho rozpogad-funkciu
1 , .

o' (x-x")=——|d*p@ "> ) dostavame:

(8" (x=x)= s [d*p )

1 _ p+m
Z—m

(py, -m)s.(p)=1 > S (P=-"—=
p-m p

> 9)

Ak chceme nafsGr musime vedigako zaobchadraso singularitami \&:(p):
p* -m? = p; = (p* +m*)=(p, + E)(p, - E)

kde E =/ p* +m? . TedaS:(p) ma pély v p, = +E .

Ako najst’ vSeobené rieSenie rovnice pre Greenovu funkciu ?



Z matematickej analyzy viemeiSeobecneé rieSenie rovnice (6) =
=partikularne rieSenie (6) + vSeobecné rieSenie fagennej rovnice (6)
( rovnica (6) bez pravej strany)
RieSenie homogennej rovnice (6) pozname (Diracawenica). RieSenie s kladnou
energiou si ozndme akoD (x ) a rieSenie so zapornou energiou BK(X —x *).
Teda vo vSeobecnosti pre Greenovu funkciu (rieSevieice (6)) dostavame:
Gp (x=X) =G, (x=X)+ ¢ D (x= X)+ ¢, D'( x— X) (10)

Koeficientyc; ac, sa fixuju okrajovymi podmienkami.

Okrajové podmienky

Jednotkovy zdroj spinorového ff# je v bode x'= (t’, >'€’) aod Greenovej funkcie
pozadujeme, aby popisovala:
1. Sirenie elektrénu s kladnou energi&@iX 0 v ¢case dopredt >t') (OPJ)

2. Sirenie elektronu so zapornou energiBu<(0) v ¢ase dozad(t <t') (OP2)

Fyzikalna interpretacia

= Okrajova podmienk®P1znamena:

Ak sa veaset’v bodeX' objavil jedenelektron, potomGg bude udavapravdepodobnds
vyskytu tohoto elektrénu v bodg v neskorSontaset ( >t”).

= Okrajova podmienk®P2znamena:

Ak sa veaset v bodeX objavil jedenpozitron potomGr bude udavépravdepodobnd's

jeho vyskytu v bodeX' v neskorSontaset’( >t).

Ukazeme si, Ze pri splneni podmien®P1 Greenova funkcia popisuje Sirenie
elektronu wase dopredu a pri spineni podmier@y?2 Sirenie pozitronu ¥ase dopredu.
Vyjadrime siGg cez jej Fourierov obraz v priestore hybnostl.¢7) a (8):

1
(2m)*

(p+me™
(R-E)XR+E)

Podintegralna funkci&(p) v jdpo --- ma poly prep, =+E.

Ge (x=X) = (11)

[d*p 0 & dp



Integral |(p0)=J'dp0--- sa rieSi metédou komplexnej premennej, ktora ¢isfao

VvV zamene:

00

J.dpo N J.dn) (12)

-0 C

Kde C je uzavreta krivka v komplexnej rovine obsahujlioterval (o, o), avSak
obchadzajuca poly p, =+E. Poly musime obchadzadak, aby boli splnené okrajove
podmienkyOP1aOP2.

PoZadujme, aby Greenova funkcia popisovala Sirexektronu s kladnou
energiou pra >t (okrajova podmienk®P1). UkdZzeme si, Ze splnenie podmier®i1

si vyzaduje, aby poly boli obchadzané ako je ukézamobr. 3 — obchvat pélp, =+E.
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Obr. 3: Uzatvaranie krivky integrovaniaObr. 4: Uzatvaranie krivky integrovania
pre t >t : v dolnej polrovine (pdpo=+E) Ppre kt' : v hornej polrovine (pgho= —E)

Pouzijuc Cauchyho vetu pre integral po krivkéobr.3) dostavame:

GE ()

E

S @Rt
I(po)=_[dpo(p )

(13)
¢ (p-E)p+E)

:!:dp)...+}[dg...:— 2T i (Ap+ mz



Chceme, aby integréfdp0 .-+ po polkruzniciK konvergoval IO preR - o . Z Wadiska
K

konvergencie uvedeného integrélu je kritickym fale®“™ . AvSak pret >t" a pre bod

na dolnej polkruznicip, = R(cosg —ising) plati:

e—ub(t—t') — e—iR COS¢E¢—I')|:5R singk-t )D I;l I:H;[u-) 0 (14)
Zaver.Teda pri uzatvarani krivky C v dolnej polrovinegripad >t’ plati:

Idpo---DI;Dm-»O = J'dpo...zjdpo... (15)
K c P

Ak urobime posunutie pélop, =+ E — p, =+( E-i£) a prejdeme o€ k

C’'= (—o,m) [JK:
Im p,
+" 2
- 7o 0 ! m2+q
" —b —— 'y
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Obr. 5: Zmena krivky integrovania od krivky C (obzawvo) ku krivke C (obr. vpravo)

Ked’ prejdeme ku krivk€’, potom plati:

(P +m)expl-ip, (t -t)]
P, —E+ig)(p, +E -ig)

fdp, - =lim [d
[dpy -+ =tim apy
(16)
_ "m(_ (L m)exp[- iE (t - ) - (t —t')]] I (L m)exp[-iE (t - t")]
£-0 2(E-ig) 2E




Dosadiac do_vyrazyll) za integrall(p0)=jdp0--- vypccitand hodnotu (16) pre

Greenovu funkciu v pripade>t' dostavame:

Ida (p+m exp[—lp(X x")] (17)

Ge (x=Xx)=

)

kde p=(E,p), E=yp°+m’ a p+m= D> u?(p)u(p) je projekny operator,

s=1,2
ktory robi projekciu na stav elektrénu s kladnoergiou E (vid. poznamka), takz6&¢
popisuje Sirenie elektronudase dopredu.

Poznamka Predpokladajme, Zedaset’ < t jee’ € pole popisané funkciou
w(x) = (cu® (B) +c,u® (B) +cv® (B) + v (B))B(X')
Na zéklade (7), vaset bude funkciou pta:
P(x) = [dXGe (x=X)(X) = (U (D + & U(P)[ d( Pexp[- it x %]
V dosledku ortogonalnostit®v®” =0 - vysledok neobsahuje stavy zo zapornou

energiou .

Podmienka OP2Predpokladajme, ze<t', potom.[dp0 .-« konverguje KO preR - o,
K

ak polkruznicuK uzatvarame v hornej polovici a teda obklopujerdepge = £ (vid.
Obr.4). V tomto pripade:

(p+m)exd-ip,(t -t"] = o (— Ey’-p+ m)exdiE (t-t"]

poo... :L!mjdpo

(pp—E+i&)(p, +E-ig) -2E
(18)
Co vedie ku Greenovej funkcii:
n_ i (. (-Ey*-pmy+m) N :
GF(x—x)=(2n)3jdp e expliE (t —t') +ip(x = x')]
(19)

Ofrm- = jd* ~p+m exp[p(x x)]



Vo v3eobecnosti teda pre Greenovu funkciu spindrovg” ) paa plati:

(2;)3 J';—E(f)+ m)expl-ip(x-x")]  t>t'
(2;)3 I@(— p+m)explip(x-x)]  t<t'

G, (x—X') = (20)

2E

V obidvoch pripadoch , prd >t'aj pre t <t', sa pély obchadzaju spravne, ak urobime

zamenuE - E-ig. Teda

4 p+ m e—ip(x—x') = |SF (p) =i . p+ m

GF(X_X):(ZH)“I p2-m? +ie pi-m?+ig

(21)

Vztah (21) udava suvislésmedzi Greenovou funkciou a propagatorom. Propagéato

predstavuje sebou Fourierov obraz Greenovej fenkgriestore hybnosti.

Poznamka.Pri pouZziti Cauchyho vety na vyt integralu Idpo--- pre t>t' sa
polkruznica K musi uzatvama v dolnej polrovine, len vtedy bude_[dpo---=0
K

a z rovnakych dévodov v hornej polrovine fre t’'. Ked urobime zamenu:

p,=tE - x(E-ig),
pol s kladnou energiouHE —ig) (suvisi s elektronom) automaticky padne do dolnej
polroviny a pol so zapornou energiodl +i¢g) (suvisi s pozitronom) automaticky padne
do hornej polroviny.Teda uvedena zamena automatiakgzpéuje, Ze poly pre elektron
a pozitron sa obklopuju spravne.

PozndmkaZmena polu £ naE-ig prakticky znamenda, Ze sme nahradyujeme stabilnu
casticu s energiolE nestabilnowasticou s energiold a dobou zZivota=1/e. Je tomu tak
preto, lebo evolkny faktor : €7 = g g% = & O&" tato skuténog jasne
dokumentuje.



